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UEBER DIE NULLSTELLEN
DER UNVOLLSTAENDIGEN GAMMAFUNKTIONEN,

Von Kurt Mahler (Krefeld).

Estratto dal tomo LIV (1936\! dei Rendiconti del Circolo Matematico di P;zlermn.
Adunanza dell’8 aprile 1928,

Die in dieser Arbeit behandelte Frage lisst sich als cin Einzelfall des folgenden
allgemeinen Problems autfassen:

« Die meromorphe Funktion P, (z) von z_ strebe in der ganzen Ebene mit wachsen-
den Werten des Parameters % gegen die meromorphe Funktion E(3) mit dem Picarpschen
Ausnabmewert O. In welcher Beziehung stehen die Nullsiellen von Py () und die der
Funktion Q,(x) = E®) — P,(2) zu der Konvergenz dieser Funktionen gegen E(x)?»

In dieser Arbeit ist die Grenzfunktion, dic Gammafunktion I'(z), nie gleich Null;
als Anniherungsfunktionen sind die beiden unvollstindigen Gammafunktionen

2
P.() = f et

0@= [ e
‘ %
zu betrachten; es besteht die Identitit

P+ 2R =TR:

P, (z) ist meromorph; Q, (%) stellt dagegen eine ganze Funktion dar.

Ucber die Nullstellen dieser Funktionen gibt es eine Reihe von Arbeiten; sie be-
ziehen sich fast nur auf den Fall 2 = 1. :

Als erster untersuchte Bourcuet, (1, 2), die Nullstellen von P (z) eingehend;
er zeigte, dass P (z) in den unendlich vielen Intervallen

(—2n—2, —2n — 3/2), (—2n—3/2, —2n—1) (1=234 )

je mindestens eine Nullstelle besitzt und dass dicjenigen, die zu grossen n gehoren,
in die Pole hineinricken. Er gelangte zu der Vermutung, dass P () hochstens 4
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L KURT MAHLER,

komplexe Nullstellen besitzt. Spiter zeigte Hask, (5), dass P (z) in den obigen
Intervallen genau je eine Nullstelle hat. Dann bewies GroNwaLL, (4), dasselbe noch
einmal; er bestimmte genauere Intervalle fiir die Nullstellen und zeigte die Existenz
von genau 4 nichtrecllen Nullstellen; diese bestimmte dann Frawxruiy, (3), angenihert.
Warther, (9), gab bessere Schranken fiir die reellen Nullstellen von P (?) und asym-
ptotische Formeln fiir die reellen Nullstellen mit grossem absolutem Betrag.

LinoHaGeN, (€), bewies, -dass alle Nulistellen von Q,(z) in der Halbebene
R() > 1 liegen; seinen Beweis dehnte NigLsex, (7), dahin aus, dass alle Nullstellen
von O, (z), » > o sich in der Halbebene ®(z) > % befinden. Eine cingehendere Un-
tersuchung von Q, (3) stammt von JeNsex; nach seinen hinterlassenen Papieren hat
Rasch, (8), diese Untersuchungen ausgearbeitet und veroffentlicht.

In der vorlicgenden Arbeit wird der allgemeine Fall, dass beliebige positive
grosse Werte annimmt, behandelt; es wird sogar weitgehender zugelassen, dass & im
Winkelraum

larc )| £ ‘Z‘ —a  a>o0

liegt. Das Hauptergebnis lautet dann:
Wenn 2 auf dem Strahl

A= P\]e@) i(P| 4 I} ¢ == const.
ins Unendliche riickt, so hiufen sich dic Nullstellen von P, (z) dicht gegen jeden

Punkt der Halbgeraden .
ez <o
zwischen den Punkten
,

o
e

— o und o (9)e®, 1 log—> = cos,

ferner gegen eine geschlossene, linsenformige Kurve §(9), die durch die Gleichung
MElogz+ 1 =) =0, R (1 —2) Mo
definiert ist; im Innern von K (9) gilt:
PO~ TR, = on

Die Nullstellen von Q, (%z) hiufen sich dicht gegen jeden Punkt einer Kurve
@‘(‘)(go) dhnlich der Neilschen Parabel von der Gleichung

Riklogz+1 = =0, R(F(1 —2) Lo.
Rechts von §1V(5) gilt in jedem Punkt

Q;,(hz) e T (22).
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Weiter wird far grosses & > o die Anzahl der nichtreellen Nullstellen von P, (3)
asymptotisch bestimmt.

Um diese Untersuchungen zu ermoglichen, bringt das erste Kapitel einige allge-
meinere Hilfseitze; im zweiten Kapitel werden alsymptotische Reihen fiir die Funktionen
Q, (xz) und P, (%:%) hergeleitet. Das dritte und vierte Kapitel bringt dann die eingent-

- lichen Bewecise.

Nachdem diese Arbeit bereits eingeliefert war, teilten mir die Herren Prof. Dr.
E. Hirre und G. Rascn mit, dass auch sie sich mit den Nullstellen der Unvollstindigen
Gammafunktionen beschiftig haben. Wihrend sich die Untersuchungen von Herrn
Prof. Hirre auf aligemeine Reiben bezichen und fast nicht mit den meinigen zusam-
menhiingen, ist Herr Rascn Gnabhingig von mir zu gewissen Erweiterungen der
Ergebnisse des letzten Kapitels gelangt. Diese Arbeiten werden demniichst erscheinen.

KarpiTeL L

UMKEHRSATZE.

1. Es bedeute § (%) einen beschrinkten, einfachzusammenbingenden Bereich *) ohne
Verzweigungspunkte und it stiictweise analytischem Rande & (&) auf einer RIEMANN-
schen z-Fliache (w-Fliche); w = f(z) und 3 == g(w) die zucinander inversen Funktio-
nen, welche §und &, einschliesslich des Randes eineindeutig und konform aufeinander

abbilden. Die Ableitung
() — _IV
j (’\) gr ('LU)

ist in jedem Punkte von & oder §, beschrinkt und ungleich o; daher geniigt sie der
Ungleichung:
olaLlf (L4
in jedem Punkte von & , mit zwei endlichen Konstanten a und A.
2. Weiter bedeute ) einen reellen oder komplexen Parameter, der in einer festen

1) Bereiche sind als abgeschlossen zu betrachten. Fir die Definition von Gebiet und Bereich
siche:
L. LicaTensTEN, Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, IIC3 (1918), p. 181-183,
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Punktmenge ins Unendliche wandern kann; f, (z, w) eine in g und w regulue Funk-
tion, falls (z, w) in oder auf dem Rande von & (%,,) liegt, und die noch von % abhingt.
Das Maximum

MQO) = max |f, (z, w)l, zin F,win g,

geniige der Limesgleichung:
7Llim MQO) =o.

Ferner bezeichne ®_ einen einfachiusammenhingenden Teilbereich ganz im Innern von
F.» ©, dessen Bild, das ganz im Innern von §, liegt; T und T, die zugehdrigen
Rinder, die wir als stickweise analytisch annchmen. Zufolge dieser Annahmen hat &,
von &_ den Mindestabstand 8( > o0, &, von ®_ cinen Mindest abstand 5, > o.
Wir beschriinken z auf ® , w auf ®, . Alsdann gilt nach dem Cauchyschen In-

tegralsatz *):

9"t f, (3, w) ntn,! fi (s W)dgdw
a{"’ a ‘u/nz (2 ™ 1) é 2 ()"x"‘l (m — w)112+1 M

Bedeutet L_(L,) die Bogenlinge von & (@w), so ist also:

"t L, (2 w)l nln,! LZL
Tograwn | E (amy sny MO

d. h. gleichmissig in beiden Verinderlichen fiir X »> oco:

au H?G(Z_q ’LC)
o' ow"

= 0(M().

3. Endlich bedeute noch $_ einen Bereich, der ganz im Innern von ®_liegt, 9,
dessen Bild, das gang im Innern von ®, gelegen ist; { eine beliebige Zahl in § ,

das Bild in 9 : )
o :f(Z% (= g (o).

Die Gleichung O @)
)=« 2% @

soll, wenn [\| sehr gross ist, untersucht werden.
Ist X = co, so wird diese Gleichung identisch mit:
) g

fR) =0,

die genau eine Wurzel z = ¢ hat. Nach dem Caucnyschen Integralsatz ist daher:

IO
I(e )“—-2"&'1 f f(g,)-—wdé——l’

da dies Integral die Anzahl der Nullstellen von f(z) — o mnerhalb von ®, gibt.

) Integrationen iiber geschlossene Wege sind in positiver Richtung zu erstrecken.
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Entsprechend wird die Anzahl der Nullstellen von fG)— o —f(z o)in 65(
durch das Integral

N L [ TG =i @) . e o)y — O N
O N I (0 s NS LU ACED A RACID)

gegeben. Es ist aber:

[ (0)) — 1(0)) + f'(é)f (37 “)) (f((’)) - w)f/u(é’ (»)

2w Jo o () — ot/ () — o — LG w)}
und auf dem Tntegrationsweg ¥ gleichmissig in z und w:
G o) =0M®), [, o) = 0(M(®),

wihrend die andern Faktoren des Zihlers beschrinkt sind. Bedeutet 8 >> o den Min-
destabstand zwischen ¥ und 9, und wird [A| so gross genommen, dass

AP

2

so ist der Nenner des Integranden absolut genommen mindest gleich —82—. Folglich ist
gleichmissig in :

| I(w) = I(0) + 0O(MO) = 1 0 (1)
und als ganze Zahl daher fur hinreichend grosse [M:

I (o) =1.

Somit gibt es dann genau eine Wurzel der Gleichung:

fR) =0 +f& )

4. Ist hiernach fiir grosse [A| z eine eindeutige Funktion von w, so ist umgekehrt
alsdann auch o eindeutig in z. Denn bei festem z in §,_ ist die Anzabl der Wurzeln

von
=04+ o)

innerhalb von ®  gleich

[ I—}—amfx( )
L@ = 271 s w+ £, m)”‘f(()

und dies unterscheidet sich fiir grosses || beliebig wenig von

dw
0= [ 5 50 =

Ty
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5. Es gelingt leicht, 7 als lunlwox von o explizit darzustellen. Nuh dem CAUCH\-

sclien Integralsatz ist

s b f@) = fiG o)
v T/aﬂw-w—ﬁ%wﬂ&

Dieser Darstellung entnimmt man, dass 7 = 7, () in o regulir ist, wenn [A| hinrei-
chend gross. Durch die Substitution

(=g(), 3=g), [ =r

geht das Integral tiber in

o ~ £’ (U//)( Olﬂ w)
1= 271 a/wa OD)ID — © —-—fg( (IU), “)

Auf dem Integrationsweg ist nach den bisherigen Annahmen:
N
IIU - (’)t é b7

ferner, wenn [)| hinreichend gross ist, gleichmissig in z und o:
b)
() o) 22

Bedeutet jetzt % eine natiirliche Zahl, so ist identisch:

& fl (g (), ‘0) 3]{) (g (), ‘”)%k
T ¥ TN R T ) S e iy 7

o . SR S , oo
Durch Multiplikation dieser Identitit mit ?%ngln)gl — g () f; (g (w), m)$ und Inte-

gration iiber ¥ folgt nach dem Satz von Cauchy:

1) 1= 5 I \a ) (’LU);I———g (W)fz("(w), o) fl(g(w), w) ]u_w-}— O (M)

und falls % tiber alle Grenzen wiichst:

o

@ 2= (5% ) el — g 4 6@ o)l (e, o).

Wenn [} hinreichend gross ist, gelten diese Formeln gleichmissig fir alle « in 9.,
Far k = 2 erhilt man aus der ersten Formel:

1) (=158 (\(C;O) + O(M(x’)v).

6. Dic letzten Formeln gelten gleichmissig, wenn o in §, liegt. Nun liegt 9.
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ganz in ®_, ®_ ganz im Innern von §,. Wenn aber §, irgend cin Bereich ganz im
Innern von §, ist, so existiert nach den Grundlagen der Topologie ein Zwischen-
bereich ®_, der einfach zusammenhingt, ganz im Innern von 3, liegt und $,, ganz in
seinem Innern enthilt. Aus dem Beweis des Formelsystems (1) folgt daher, dass fiir
hinreichend grosses |n| diese Formeln gleichmdssig in o in jedem Bereich 9, gelten, der
gang_im Innern von 3§, liegt 3).

Neben den vorigen Formeln wird spiter von zwei Umkehrsitzen Gebrauch ge-
macht.

Satz 1. — Die Funktion F(3) sei im Kreis &:

klLr>o
regulir und fiir reelles z selbst reell; in & sei

F'() < 1.
Dann besitzt die Gleichung

1 =F&

in § hochstens eine und zwar reelle Wurzel.

Denn wenn die Gleichung eine komplexe Wurzel:

x=x+tyi, 4y Lr, yFo
hat, so ist

FQ=F@+ [ F+ i

oder, wenn man den imaginiren Teil nimmt:

siF@i=3/"

<o

F'(x 4 t)dtg.

Aus der Gleichung firr z und der Annahme tber I (3) folgt daher:

y=3)[ Fe4 il =s <

was einen Widerspruch darstellt.
Die Gleichung

1= F@)

3) Wegen des Beweises dieser Formeln siehe:
E. LiNpELOF, Le calcul des risidus, et ses applications & la théorie des fonctions (Paris, Gauthier-
Villars, 1905), S. 20. Offenbar sind die Formeln mit den LaGRANGEschen im Wesentlichen identisch.
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hat also nur reelle Wurzeln; sie hat aber hochstens eine einfache innerhalb von R,
denn nach dem Satz von RoLLe wire sonst in einem Punkte gegen die Annahme:

1= F()
Satz 2. — Die Funktion f(z, w) sei im Bereich
R—zlLe>0 |jw—w|Lo>0
regulir; im Punkte 7 =z, w = w, sei

3'f(z, w)

a ‘Z,Uk |Z=Zo

W=1wq

o k=o0,1,2,...,1—1

4,40 h =1

Alsdann wird durch die Gleichung
f w)y=o

in einer endlichen Umgebung von =z, w = w, cine stetige, nicht notwendig ein-
deutige Funktion definicrt durch w == w(3).
Denn fir |z —z,| Lo, lw — w, | L o ist:

- 7 LG )
[z, w) = Z Z‘; 4,z — ) (w — w,)'s 4, = R *a(iajwk—— :

Mit den Abkurzungen

n(w) = 4 ded(w — )
OF gy

= & F(z, w)
F(z, w) = 2w d, G —z) " (w —w); @ w)= m%@j)

geht die Gleichung f(3, w) = o iber in
Yo W) =(w—w) + 2R ©)R—7z)=o

Sei jetzt ¢* 5, ¢* > o durch die Forderung

h)l L fir jw—w) L
bestimmt.
Far jw — w | £ o* ist also |1 o 2 (w)] X —:I;, und daher ist auch fur [{ —z | Z o,
|w — w | £ ¢* der Wert von
"6 D= )
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und der Wert von
3 ,
(I + w(w)) %‘F((, w) — F(z, w).n'"(w)

Y D
V(g W) =50 W) = )

beschrinkt, etwa:
R w) LM, [ Row)| LM far k=g Ly W —w L

Die Anzahl der Wurzeln von 4 (g, w)=o innerhalb des Kreises §: |w—w,| L8 Lo*
ist aber gleich

) 4 i -
o [ _g‘?n_ og ¥ (1, TD)dlD —_ ‘_{_ﬁ (m —w,) 4 @ (zx, MK Z")dn)

271 JggOW 278 ) (0 — w) P& )& — %)
— 41__ \ o ) w)d) ((7 ll)) - ld’((’ IU) —1
27:if82(w + &= (")(m—uJ){(w—— w,) + © )z — Ol o=t
wo
o £ 3 — 2 2L M

T — MR —zff
beliebig klein ist, wenn [z — z,| geniigend klein. Fur
R—zlLe@) >0

liegen also in & genau I Wurzeln und w = w(z) ist folglich eine l-deutige stetige
Funktion von z.

KapiteL IL

ASYMPTOTISCHE FORMELN.

1.z, ), ¢ scien drei komplexe Verinderliche, von denen X und ¢ der Bedingung
larc A <, larc | < =w
gentigen. Die vier Funktionen
log %, log 1, IS £
seien eindeutig festgelegt durch die Bestimmung:

log z oz
Slog )| < 7  [Slogh) <=5 W =B, =
Rend. Cive. Matem. Palermo, t. LIV (1930). — Stampato il 20 aprile 1929. 2
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Die unvollstindigen Gammafunktionen werden durch die Integrale:

2
P@=[ ey R@>o,
oo. A#£o
Q.= f e, % beliebig
2

definiert. Der Integrationsweg von (, (%) bleibe dabei von einer endlichen Stelle ab
ganz im Winkelraum:

larc t| L —72:— — o,

wo « > o eine feste Konstante ist. Von den so erklirten Funktionen ldsst sich P, (z)
in die ganze z-Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen; sie besitzt die gleichen
Pole und Residuen wie I'(z); dies lehren die Reihen:

(e !
PO= T = T R OGF D @D

Q, () hingegen ist ganz transzendent. In A lassen sich beide Funktionen nur als viel-

deutige fortsetzen *).
Es besteht die wichtige Identitiic:

P+ Q) =TIR)

wo die rechte Seite nicht mehr von A abhiingt. Die rechte Seite besitzt die bekannte
asymptotische Formel:

log I'(z) = (1 — — ) logz — z 4 log V27 + log (1 — Y());
2

og (s — @) = 3 10 o 06+
gleichmissig in z fur

larez] L7 — <5 Rlw>o, >0

Dabei bedeutet m eine natiirliche Zahl; B, B, B,, ... sind die Bernoullischen Zahlen

und log z ist durch
| Sog)l L7 —=

eindeutig gemacht, wihrend log §'2= recll zu nehmen ist. Speziell folgt aus der obigen

4) Siehe: N. NieLsen, Handbuch der Gammafunktion (Leipzig, Teubner, 1906), S. 25, 208.
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Formel ®):
log (1 — 1(0) = 07 )-

In diesem Kapitel sollen auch die Glieder auf der linken Seite der obigen Identitit
asymptotisch bestimmt werden.

2. Wird erstens % festgehalten und [z ins Unendliche wachsen gelassen, so ge-
langt man zu dem Paar:

PO=—rS O o) et

0@ =+1E O F o) Roe e

wobei p¥(2) ein Polynom Il-ten Grades in X ist, das du1ch die Reihe

=3 Py

bestimmt ist. Auf den Beweis sei verzichtet, da diese Formeln spiter nicht benutzt
werden. Ein entsprechendes Formelpaar fiir die Funktionen

¥, () = P,(2); 2, = 2,02, - e
werde statt dessen hergestellt, jedoch nur im Falle

fare 2] < .
3. Sei also « > o eine beliebig kleine Zahl und A auf den Winkelraum
larc )| £ —-7; —
beschrinkt. Ebenso sei  >> o eine beliebig kleine Zahl und
Mpe-0)€ie W &9
In den Integralen fir P, (z) und £, () kann alsdann

P=2%e*

gesetzt werden, wo u reell ist; man erhilt so:

o
S‘BX (() — )\1( eJ.f e-l(x—z)a—la(u) d ,

’-: % (u)=e"—(14-1)
2,(x) = Mgt / g Mi—u=dal) g,

0

Diese Integrale werden im Gegensaty zu den urspriinglichen iiber die reelle Achse erstreckt.

5) Siehe N. E. NORLbND, Differenzenrechnung, (Berlin, Springer, 1924), S, 111,
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I, . . .
4. Unter ¢ < - cine sehr kleine positive Konstante verstanden, setzen wir :

=N 7
Wegen

I

a(—p) oo —P5 w(—p e — P

1

. I 26—T ’ N
w( ) oo > P o ( p) o
ist fir hinreichend grosses [)|:

I

I 28—1 ’ £ 2
(=S P W L= b

b

I

I 261 ’ I My
e N O R i
Da a" (1) = ¢ stets positiv bleibt, so ist fur jedes reelle u,

0 () > () + (0 — )2 ().

Speziell, wenn # = 7 v, gelangt man zu den Formeln:

() DT = P T ) i wZ =,

O A (R DN AN S

Also folgt fiir [A| »> co:
p.
é e—vi(l)a(u) du

-—‘L .
tf e—l(x—()u——ka(u) du
—c0 -
(%) y_lal2 l!l
—_— B (u+p )\
f gl?l [ E zdu: ()(e"me) fiir %(‘!ﬂ(l "‘())é"pa
—C '
o0 1 i~}
f M=) g s f N0 g
> [
I

wgyJﬁme?%M . )
é/ B N du=0(@"™) fur %(W(I—())é—f—ﬁ,
P«

so dass beide Integrale schneller als jede Potenz vor T i gegen Null streben.

5. Die zweite Ableitung von log « ist fiir #>> o0 stets negativ, also bei beliebigem

IN
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#, > 0:
w—u,

log u ~£ log u, 4

o

Ist u, = p so folgt insbesondere:
loguélogy.—]—ﬁ—_:——eE .

EJ.
Damit ergibt sich fiir [A| »> oo, I X\ 0:

i—p« ) o0
;/ eyt dy Af e Pyl dy
p'

"R _BlA|p+ogp—] B2 —Z'u——) /2 ‘
éf R L Ydu = 0™y fur m(—pll(x—z))é—ﬁ,

-
l é f C—B[llu ul du
N

I
gt Hogp—3 Braj— kb —p 1/
éf [PRpog St ”du::O(e"m/) e %(T;—!(I—())é‘f‘@’
p-

! o
e MRyl gy

so dass auch diese Integrale schneller als jede Potenz von m— gegen Null streben.

6. Ist schliesslich n = o, 1, 2, 3, ..., so wird
}/‘ g M=y g, 4 f —B|l|[u1 I“’ jdu —_ O(|}\|-—n x ~ —8,
' t fur QR(T%I—(I ——())
f . (1=3)u "du 4 f _pmu w'du —_ O(')\rnﬂx)

7. Zu W gehort die Potenzreihe:

Jua Z pl()‘) l

in der offenbar p,(2) ein Polynom in % vom Grad [—i—] ist:

p () =1

b)) =o

()= —2
p)= =
PN = —2+43¥
ps()\):: — A - 102

pe() = —nfa2gh —15W
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usw. Neben diese unendliche Relhe tritt eine 1bb1echende mit dem Restglied als In-
tegral :

) sz( ) u' 4 o= I)‘/ (v — )"~ ,(*ﬁ)" _m(u)dbfv.

Fortgesetztes Differenzieren ergibt:

(5) ¥ = = S0 (= e, o)

Dabei ist 9, ,(v) eine Funktion von v allein, z. B.:
9., (V) = «'(v)
9,.(0) =a"(v), 9,,(v)=2a(0)
9, =", ¢, (0)=32()"(@), 9,(0)=a(v)
Es gilt die Funktionalgleichung:
90 (0) = 9 (V) + 2" (V) 2y, (0)-

Wegen
OC”("U) — OL’”('Z}) —_ . — ev

lisst sich ¢, ,(v) als ein Polynom in =’'(v), «"(v) allein auffassen; dies Polynom hat
endliche, konstante Koeffizienten.
Allgemein ist ¢, (v) durch «'(v)"*=" teilbar, d. h.:

b, (V) = 9y, (V) 0" ()

selbst ein Polynom in «’'(v) und «'’(v). Denn in den obigen Fillen sieht man dies
sofort; allgemein aber lehrt die Funktionalgleichung die Richtigkeit durch Schluss von

n auf n -4 1.
Die Verinderliche #, also auch v, liege jetzt im Intervall (— p, 4 ). Dann ist
gleichmissig in v:

%(2) > o,

a(@) = 0(1), <@ =0@ =00 °) «'(v)=0()
und folglich:
(@) = O "))

dv

e = 5RO o,
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8. Das Integral fur B, (3) zerlegen wir in

%x(():)‘lzeﬁxf — 20 (1)— !»\11d14~—)\( —2 3/‘ __l__ % .

Nach den Ergebnissen von § 4-7 ist dann
[T =opr G,

/ C = 5_&19—) Tl gy + 0(|x|‘(*">”"),
[T T

~ 1
i Voo — A JH(I hﬁl

Somit wird:

et e () 9y
BO= 50Ty e g O )

. . I ‘ -
Sei n=2m -} 3 eine ungerade Zahl und ¢ = v Die Summanden mit I=2m -1
n

und /= 2m-- 2 sowie das Restglied haben die Grossenordnung O(JA[™*). Zusam-
men mit dem analogen Ergebnis fur £, (3) ist also:

7\1 -~

BQ=5 SO ™)
(IL) » fur farer|2 T — (| G —z))
: Srowr ) N,

— PN
Si0= —z)%zw
In dem Rest der \-Ebene gelten wahrscheinlich Formeln anderer Bauart.
Speziell fur m = o erhilt man die Anniherungen °):

IN

—b

113
RO =y (=@ m@=0(g);

-
80 =g — @) 1@ =0(4)

%) Die benutzte Methode ist nahe verwandt mit der, durch die P. DepyYE asymptotische Formeln
fur die BesseLschen Funktionen erhalten hat. Siche hierzu:

P. DeBYE, Naberungsformeln fiir die Zylinderfinklionen fir grosse Werte des Arguments und unbe-
schrankt verdndliche Werte des Index [Mathematische Annalen, Bd. 67 (1909), S. 535-558]; Eine be-
queme Darstellung der Methode steht bei G. N. Warson, A treatise on the theory of BESSEL funclions
(Cambridge, University press, 1922), S. 2353.
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9. Neben die Formeln (IL,) treten im Fall % > o zwei andere, die in einem
grosseren Teil der z-Ebene gelten:

Durch partielle Integration der Ausgangsintegrale fiir B,z ©;(%) in § 3 erhilt
man zunichst:

n@=—2 [Cw@etrg, a N,

0, () =+ l/ O P RER) L,
also bei wachsendem % > o gleichmiissig in z:

PR =00 fir R N1,  qG)=00) fir KRR L1

Gentige dagegen z = x -~ yi den schiirferen Ungleichungen:

AN RN EY!

1 Dbel

| Z R; —
< £ 0, ()

Neox

. . .. . I
mit zwel positiven und schr kleinen Konstanten ¢ und 7 Auf Grund der ersten An-

nahme erhilt man dann z. B.:

= n Q@IS R =@ = 14 [ w0 coshyuduy

—n

_z“;IZ;T . .
— )\;f - / o (1) e Hmmn=talo o MNudu L — X/ «' (1) e gy — 1,
o ”zTTfI -
Ferner ist fur hinreichend grosses A und — -2 ._/_ L — T
H 24y
N 1 —aﬁ@:—-u+ L T
= 0 = 45)\ g
u’
ra(u) =X ( —[— -+ - ) log 2
und somit:
~n N Rt} - -
z ’ — A1 —x)u—Aa(u) . AV d _"_ % d — !
- 1/‘ . «'(u)e cos hyu du\ s f . cos Wyt du SV AN FR
Tyl Tyl

d. h. wegen oben:

log (I — P, (()) = O(log 1),
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Nach der ersten Formel (IL)) ist aber gleichmissig in z:

log (1 — pl(()) = O(»%T) far x N1 ¢,

Somit, indem statt 2¢ wieder
far g, (z), gile:

o

gesetzt wird, mit der analog zu erhaltenden Formel

log B, z) = rzlogh — % -+ O(log ) RE) 1
(HB) fur € é ]I - (I é R.
1Oggk(():)\(log7\—~7\+ O(log7‘) m(()é I

10. Die simtlichen asymptotischen Formeln dieses Kapitels diirfen nach z differen-

giert werden. Bei (I1), (I1)) z¢igt man dies am einfachsten von den differenzierten
¥

Ausgangsintegralen her, indem man das dargestellte Verfahren auf sie anwendet.

KarriTer IIL

DIE NULLSTELLEN VON P, (z) UND Q,(z) FUR R(») > o.
1. Durch die Gleichungen

P, (x)=o, Qiz)=o
werden zwei analytische Funktionen 7 =

=z () definiert, die sich sehr weitgehend un-
tersuchen lassen, wenn von den Formeln des vorigen Kapitels Gebrauch gemacht
wird. Damit dies moglich ist, sei
7
larc)| L — — =
= 2
angenommen, mit einer belicbig kleinen Konstanten « > o.

Satz 1. — Wenn v >> o belicbig klein ist, so existiert einc endliche positive Zahl
A(y), so dass

P, () in der Halbebene HR(z) > (1 4 )R,

Q,(z) in der Halbebene %R(z) Z (1 —PRO)
keine Nullstellen hat, sobald 3] > A ist.

Der Beweis ergibt sich sofort aus den Formeln (II), die das Nichtverschwinden
in Evidenz setzen.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. LIV (1930). — Stampate il 20 aprile 1923.
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Wahrscheinlich gilt der Satz micht mebr, wenn \ im Winkelraum g~<[arc ANLrw

liegt.
2. Infolge des vorigen Hilfssatzes geniigt es, die Nullstellen

von P, (z) in der Halbebene R(z) £ (1 4 1)RM),
von Q,(z) in der Halbebene %R(z) X\ (1 — vI)RO)

zu bestimmen. Wir lassen den Streifen [R(z — %) £ v |R ()| ausseracht und gehen
zur Verinderlichen %z statt z tiber, so dass es sich, wegen der Grundidentitit

B, () + £,(z) = r(z),

jetzt um die Bestimmung der Wurzeln
von B, () =T(2z) —9,() = o in der Halbebene %R(%I—(I — ()) AN T

von Q,()=T(z) — B, () = o in der Halbebene SR({%({ —_— ()) L — B

handelt.
3. Um die Strruincsche Formel direkt anwenden zu konnen, sei z beschrinkt

durch die Bedingungen:
R (T;[«(I — ()) N8, Kki>e Jaredzl Zm—e bei der Gleichung %, () = o,
%R(I;l(l — ()) £ — § Dbei der Gleichung 2, (z) = o,

wo ¢ eine positive Konstante ist. Im ersten Fall hat man nach friher, bis auf ganze

Vielfache von 2w1i:

log Q(z) = 2zlog % — % —log» — log (1 — 7) -} log (1 — ql(()),

log (1 —q,() = O<W) ,

im zweiten Fall:

log B, z) = )\(logk — x—logx — log (z — 1) 4 log (I — p,ﬂ(()),

log (1 — 1,Q) = O<|T) ,

und in beiden Fillen:

log '(27) = rzloghg — Az — -;— loghz 4 log V27 + log (1 — y(22));

log (1 — y()\()) = O(TIXT) .

Ueberall ist dabei der Hauptwert der Logarithmen zu nehmen.

Also crhilt man folgende Gleichungen fiir die Nullstellen von %, (z) und 9, (z):
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I) Fiir die Nullstellen von iﬁx(&)

o 2kmi LT () i A €]
log 1 —x= S5t oy log o b e T
I 0. (2) \e
/vbvw~v~ O(1™);
5 () ()
2) fur die Nullstellen von £, (z):
dlogg41—z="2" g Ligg 00 4 Lig 1= hG)

23 TR —1) T A T 1 —y(21)”

iJ%;:i&%%:ﬂXM”}

Dabel ist & eine beliebige ganze rationale Zabhl und die Logarithmen

1 I I 2 I 2 I 2
710gk(, ~2—log27c, —;logl“, 710{%(1 — )5 ~—2~log((——— 1)

sind alle als Hauptwerte zu nehmen.
Mit den Abkiirzungen
SR =zlogz+1—73
2kwi
o= "7

)\ )

. (1) : I — &% (Z) - T
2 log 270 (1 _.:()5 + 5 Iog — ‘*O ) im Fall 1),

L oe O\Z) I gg L@ im Fa
I Ly o les TUAS i il 2)

gehen die beiden obigen Gleichungen in die Form

fR=0+f& o)

iiber, die im ersten Kapitel betrachtet wurde und jetzt in unserm Spezialfall unter-
sucht werden soll.

4. Mit @ sei der Teil der Riemannschen Fliche von logz bezeichnet, der durch
die Ungleichungen:

—3T Lacr=300g) £+ 27

festgelegt ist. Offenbar bestecht € aus einem vollen Blatt @ der z-Ebene und aus der
linken Hilfte € einer solchen z-Ebene bis zur imaginiren Achse Wt . Beide Blitter
hingen in einem Verzweigungsschnitt lings der negativ reellen Achse zusammen.
Durch die Funktion
w=f&) =zlogz+1—2
mit der Umkehrfunktion
2 =g (w)
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wird € cineindeutig auf ein Riemaxnsches Flichenstick €, abgebildet, das aus zwei
Blittern € und G besteht, die in einem Verzweigungsschnitt lings der negativ
recllen Achse 9 zusammenhiingen. G besreht aus einer ganzen Ebene; G hingegen

ist nach der Richtung positiv reclier w-Werte hin von ciner Kurve M, dem Bild von
Te L . _—
M., derart begrenzt, dass auf der Strecke <x, 37 -4 1) € in einem linsenformi-

gen Bereich iiber sich selbst greift. Dem Schnitt % entspricht in € eine parabelihn-
liche Kurve 9%t auf G,

Durch die Abbildung w=f(z) geht der Puvkt z=1 tber in den Punkt w==o,
der Punkt z = o in den Punkt w == 1. In diesen Punkten allein ist dic Abbildung

nicht konform.

S

FLACHE ¢._
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5. Sei o cine feste Zahl im Intervall

Die Gleichung

hat dann genau eine positive Wurzel. Man erhilt z. B.:

o= o COS @ == 1,000 r = 3,591
10° 0,985 3,579
20° 0,940 3,543
30° 0,866 3,485
40° 0,766 3,404
45° 0,707 3355
50° 0,653 3,324
60° 0,500 3,181
70° 0,342 3,058
8o0° 0,173 2,886
90° 0,000 2,718

Die so definierte Wurzel sei mit r,(¢) bezeichnet.

Den Geradenstiicken € (9 auf C: arcx = F = — ¢ entspricht auf €, eine
Kurve € (¢) mit der Palameterglelcbunﬂ

w— 1 ::re“q“(— log—:;—{-(q)j:w)i) o,

2, (9) besitzt also in w = 1 eine Spitze mit der Tangente

vi ¥
W— 1= re"“”(—~ log »*) .
e

w=re iyt w)i
wird offenbar von € () in genau zwei Punkten geschnitten. Diese Schnittpunkte

w(y), w(y) liegen beide auf dem Blatt €, Auf € besitzen sie die wbercinanderlie-
genden Bildpunkte

Die gerade Linie §(¢):

() =2(9) = r,(9)e ¥ = 1(v).
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Offenbar ist
w(@) = —i(p — mz(e),  w(p) = —i(e+ ©)z(e)

wobei w(g) den Schnittpunkt oberhalb, w(p) den unterhalb der Tangente

i r
W—1==r¢ \“(w logmw)
e
bezeichnet.

Sei &' (o) der Teil von ®_(p) auf G zwischen w(g) und w (), & (9) die
Projektion dieser Geraden auf €. Auf @ entsprechen ihnen die Bilder £ () und
{1 (9). Die beiden Kurven §"(¢) und §(9) hingen im Punkte 7= 1 in cinem
Doppelpunkt zusammen; ihre Tangenten stehen hier senkrecht zueinander und bilden

mit der reellen z-Achse Winkel der Grosse Z— — % und — % — ~§~ Die Kurve

81 (¢) liegt ganz rechts von 9 in 7. Sie dhnelt einer Neilschen Parabel; ihre weit-
entfernten Punkte sind asymptotisch gleich

(Nlogr log r

Von ganz anderer Gestalt ist £ (o). Diese Kurve besitzt in der Projektion eine
geschlossene, linsenihnliche Gestalt; sie liegt links von 9 auf G bezw. auf €Y. Im
Falle ¢ X\ o liuft der obere Bogen von S?‘\f”(qﬁ) auf @7‘(” zum Punke z(¢), der untere
iiber € und G zum Punkt z(p). Von den beiden spitzen Winkeln, die £ (9) in
2(9) mit der Geraden € bildet, ist der obere, grossere gleich

0N

T—29

arctg (

der untere, kleinere gleich
arctg (Ii’_bg;%(g) ) .

Ist ¢ 2 0, so spiegelt sich alles an der recllen Achse.
6. Satz 2. — Die beiden Kurven §!"(p) und £!7(g) haben mit der Geraden

R (1 —3) =o

nur den Punkt 7 = 1 gemein.
Offenbar werden alle Punkte dieser Geraden durch

COS O (4 o 11: n
K._.A.__CE_e(&M)’ "“'5‘<‘1"'<+‘"5"

- cos ¢
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gegeben; dabei ist nach der fritheren Definition von log 7

COs 9

log z = log ‘0>L1.» + (b — o).

Weiter ist nach Definition auf §"(¢) und & (¢):
B () = o,

also nach einfacher Rechnung:
COS

F(g, ) =log——F — (¥ —g)tgb=o.

® cos 1;

Sei o festgehalten: Alsdann ist, dem Punkt 7 = 1 entsprechend
F(g, 9) =o.
. . . T, T, .
Es gibt aber keinen andern Punkt 4 im Intervall — - <d <+ o, in dem F (g, ¥)

verschwindet, denn sonst wire nach dem Rolleschen Satz in einem Punkt y 54 ¢

dieses Intervalls

— /,v_& —
B L) = cos’y ©

was unmoglich ist.

7. Sei & () der Bereich auf G
REEQ—0)£L—8  RLR
und 3 (3) der Bercich auf @ und G

REG =) S +8 Lz LR e o

éﬁ"sa

wo &, R wie frither definicrt sind. Alsdann enthilt nach dem vorigen Satz & (v)
Punkte nur von .@L”(o), 5 (9) nur von & ”(u, Beide Bereiche sind  einfachzusam-
menhiingend und ohne Ve1zwmgungspunkre, ebenso die ithuen auf € entsprechenden

‘ I , o
Bilder &' (9), 3 (¢). Streben = und & gegen Null, so konvergiert der in ihnen

enthaltene Teil der Kurven $ gegen dic ganzen Kurven. Mit 9! (5), 90 (q)) seien

jetzt irgend zwei Teilbereiche von &" () und &1 (9) bezeichnet, mit 9’ (%), 9. C
ihre Bilder auf € . Auf die Gleichung

JR) =0+ o)

zu der wir in § 3 gelangt sind, konnen wir die Ergebnisse des ersten Kapitels an-

]\, v . 23 N Y . ~ ~ (2)
wenden. Wenn o = %711 in 9" (¢) bzw. 97 (1), =g() in é;:”(qb) bzw. 9.7 (%)

\
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liegt, wenn
arck =19

ist und [A] Gber alle Grenzen wichst, ergeben sich aus der Formel (1) fiir die Null-
stellen von P, (z) und 2, (3) die Werte:
1) Far die Nullstellen von B, (z) in 3 (5)

(IIL,) i=C4 I g 0D Ly (iLog P )

2) Fir die Nullstellen von 9, (z) in 3 ()

(IIL,) i=T4 g UY) 2+0(H°g3‘2)_

22 log ¢ Dzn}ﬁ(‘c_l) )
. ) s .y 2kwi v o
Diese Formeln gelten gleichmissig in £ =g == ) solange { in den Bereichen

9 (%) und HU(9) liegr. Sie gelten auch gleichmissig in g, da alle Abschitzungen
hierin gleichmissig sind. Auf die Deutung dieser Formeln wird spiter eingegangen.
8. Nach frither ist weiter

. (N N oo . 1
log ;?G(‘)\\;; = —1f(x) + O(Jlog]) fir zim F (),
2, (z " . 2
log 121(3 = — 3@ + O(flog}]) fur z im %‘()(cp),
also fiir R (&% f(2)) > ¢ > o gleichmissig
(IIL) PR~ 000 2@ (), [H»> o

wenn 7 in einem beschrinkten Bereich liegt, der sich im ersten Fall ganz im Innern
der geschlossenen Projcktion von &7(2), im zweiten ganz rechts von $(g) befindet.
hY AN
g. Dic letzten Ergebnisse lassen noch die etwaigen Nullstellen von 9, (z) in den
beiden Punkumengen

RlLe md R>s

arcrgl N —e

ausseracht; die Menge [z] £ ¢ sci hiervon zunichst betrachtet.
Sei erstens
N 03
Rl =s jare iz L o
Dann ist

log (1S =2/ + 0(log)
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also fir hinreichend grosses |2

O

s/ 8IS Loy N loga,

Sei zweitens
T
IRl =¢ > L larerg] L=
Dann ist nach der bekannten Formel

rr( —s) =

gleichmiissig in z: e
log I'(23) = — log sin w23 4 Azlog (— 1) — 2z + O(Jlog ¥)),
log 2, (z) = Azlogh — % + O(flog 2),
log %5728 — logsinwhg 4 2 (( log(— )+ 1 — 3) 4+ O(llog 2)).

Aus der Ungleichung
R (log sin =2z3) Llog Sinw|he| L =

Ae

crgibt sich daher fiir hinreichend grosse [A], falls nur e gentigend klein im Verhilmis
zu o ist, die Existenz ciner Konstanten 8 > o, so dass

log ‘,,,,Qi) J SR N log 2.

2, (2)
Die Funktion T 67‘()) ist im Kreis |3} £ ¢ regulir, nimmt also das Maximum des
absoluten Betrages auf dem Rande anj; daher ist
9, 1
r(xzx) = 2

tiir

o
|
o

12, @ £ — L (A2l

wenn [4] hinreichend gross wird; somit kann wegen des Nichtverschwindens der Gam-
mafunktion auch

B =00 =96
in diesem Kreis nicht gleich Null werden.
10. Sei jetzt
Rnes  m—e 2 freig

£

Wir setzen »
— eV =35=1r-+yu

Rend. .Circ. Matem. Palermo, t. LIV (1930). - Stampato il 22 aprile 1929. 4
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Zufolge der Relation

™
sin ws

F(S)I‘(I —_ S) =
ergibt sich fir die Nullstellen von %, (z) die Gleichung

™
sin 7 [A] 3

= — 0PNy (— %)

und nach den asymptotischen Formeln

% 2me g l)vlhlog(z—qai‘)_u‘c;ir( {1 ))
e = — | — o gl et 40— ) ) -
sin 7 [A] 3 A1 e E ) + \]1]

Far die Wurzel ist dabei der Hauptwert zu nehmen.
Im Punkte 5 = r (9) ist

R(zlog (¢ — 5 — &) =o.

Wenn o > o hinreichend klein und 8 > o beliebig klein ist, so gibt es eine kleine
Zahl € > o, dass fir

bl > e;  farcgl Le; L (p) =3
R(log (%) — 5 — ) L — o,
bl >e5 gl ZLe; rNr ()48

Rlog (e %) —5 — )N\ + o
ist. Im ersten Fall strebt in der obigen Gleichung fiir die Nullstellen von P, () die

gleichmissig

fur

aber gleichmiissig

rechte Seite mit wachsendem |2 stirker gegen Null als die linke, wenn nur ¢ geni-
gend klein ist; also kann es keine Nullstellen mechr geben, wenn |1| gentigend gross
ist. Im zweiten Fall hingegen ist die rechte Seite von hoherer Grossenordnung als [A[;

man kann daher
b
§= W +3

setzen, wo b eine natiirliche Zahl bedeutet und
18] £
ist. Alsdann bekommt man fir h = O(A]):

sin s 5 = (— 1)'= 78 (x + O(A™),
_ ]/mﬂfiij oI loglem )= (1 +0 (I;T>>

Vg o)




UEBER DIE NULLSTELLEN DER UNVOLLSTAENDIGEN GAMMAFUNKTIONEN. 2/

und folglich

=Y RIS o of).

2me ¥ h

12‘"_;?3}"*"(” I:l/ (| f‘l‘e@‘h) “”Ogl’-ﬂ‘f"(l "l"o(”l;—l))%

e %)

(IIL)

Dieser Formel kann man die elegante Gestalt

e of m)
T T b

geben; im Fall, dass % reell ist, stammt sie von Herrn G. Rascu. Sie gilt auch noch
mit anderem O-Glied bei festem % und wachsendem h. Siche: HitrLe und Rasch:
Uber die unvollstandige Gammafunktion P(z, ¢), II. [Mathematische Zeitschrift (Unter
Druck)].

11. Durch die letzten Formeln ist jetzt die Frage nach der Lage der Nullstellen
von P, (z) und 9, (3) im wesentlichen behandelt. Den  asymptotischen Formeln  fiir
diese entnimmt man folgende Aussagen:

Die Nullstellen von ¥, (x) hiufen sich iiberall dicht gegen die Kurve S%‘(;’(go), wenn
der absolute Betrag von & bei festem o ins Unendliche wiichst, ferner gegen das Stick
der Geraden & (9) zwischen — oo und z = ¢ .r (9).

Bei wachsendem || kommen je zwei Nullstellen von B, (z) aus dem Unendlichen
und wandern zusammen lings € (¢) zum Punkte ¢ %7, (¢) hin. Hier trennen sie sich,
um einzeln lings des oberen, bzw. unteren Bogens von §1'(¢) auf =1 hinzulaufen.

Lings € (¢) liegen zwischen den Punkten z, und z, asymptotisch = 2 (z, —z,)
Nullstellen, lings f@‘f) (¢) zwischen den Punkten z und z,, die zugleich dem oberen

W (zx f @) fir o] o

Bogen oder, dem unteren angehoren, asymptotisch = &

In jedem Bereich ganz im Innern von R (9) gilt glezcbmasszg

B~ POD) fir B mn e,

nicht aber in einem grosseren Bereich.

Die Nullstellen von £, () héufen sich iiberall dicht gegen die Kurve 8 (), wenn
der absolute Betrag von % bei festem ¢ ins Unendliche wiichst.

Bei wachsendem [A| kommen die Nullstellen aus dem Unendlichen her und wan-
dern lings & (¢) auf z = 1 hin.

Lings dieser Kurve liegen zwischen den Punkten z, und z,, die zugleich dem

oberen oder dem unteren Zweig angehoren, asymptotisch ¢ )\j ((‘)2 f((z) Nullstellen.
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In jedem endlichen Bereich gany rechts von S(w) gilt gleichmissig
Ql(() = I'(xg) fur |1 »> o0,

nicht aber in einem grisserem Bereich.
Ausser den angegebenen Hiufungsstellen der Nullstellen von §, (z) und 2, ()
konnen etwaige Hiufungspunkte allein noch auf der Geraden

R(H (=) =0
liegen.
12. Sebr merkwirdig sind noch dic Ergebnisse, die aus der Annahme folgen,
dass & = [A[e" den Halbkreis

3

[»| = const., —

Lo LA

P
beschreibt. Dann gilt:
Die Nullstellen von 9, (z) kommen jedem cndlichen Punkt 7 beliebig nahe, der

links von einer Kurve liegt, dic aus der imaginiren Achse zwischen — coi und — ¢,
bzw. - ¢i und - ooi, sowie dem endlichen Bogen von N, zwischen — ¢i und

~- e1 besteht, wenn |A| geniigend gross ist.

Die Nullstellen von £, () kommen jedem endlichen Punkt 7 rechts der Kurve
. beliebig nahe, wenn x| geniigend gross ist.

13. Zu den bisherigen Ergebnissen kann noch bemerkt werden, dass es vermoge
der Formeln (I, ;) des ersten Kapitels ohne weiteres moglich ist, konvergente wie auch
asymptotische unendliche Reihen fiir die Nullstellen von $,(z) und 2, (3) anzugeben;
diese Reihen sind jedoch sehr umstindlich.

~ 14. Nimmt man % positiv reell an, so lassen sich einige weiteren Ergebnisse her-
leiten.

Q, (z) besitzt keine reellen Nullstellen, denn fiir reelles % ist Q, () immer positiv.
P, (z) dagegen besitzt reelle Nullstellen nur in den Intervallen

—2h -2 L —2h—1, (h=o0,1,..);
fur z > o nimlich ist P, (z) sclbst positiv und fir

—2h—1.2L—2h (h=o0,1,..)
hat man 7)

rR) <o, Q@W>0 PR=I®—Q%RK <o

7) Siehe: N. NieLseN: Handbuch, L. c. #), S. 3234, 211,
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Sarz 3. — In der Halbebene () ™\ % besitzt P, (z), in der Halbebene R(z) L2
besitzt Q, (z) keine Nullstellen ®).
Denn es ist

() > o und a(u), o'(u) monoton wachsend fir o L u < oo,

o(u) > o0 und — a(u), 2'(u) monoton wachsend fir o\ u > — oo,

Ein Blick auf die Integrale fir p,(z) und q,(z), B, (z) und Q, () ergibt:

’r’x(l): I, S’B},(I)?éo?
0, (1) =1, 2, (1) # o.

Ferner entnimmt man ihnen dic Ungleichungen (z = x 4~ yi):

p@I<mE) >0 N n () <p(x) fir ox, >x N1,
ur X 71

)
0. R <. () > o = g (x) >0 (x) fir 1 XNx > x,.
Daher folgt
bl <1 fir x1,

RFAI
0, (Ol <1 fur x L1

und also auch
PO =% s%o0 fur x>
0,000 =9,&) %0 fir x L1

15. Da jetzt % > o ist, so werden dic Nullstellen von B, (z), welche durch L)
dargestellt sind, alle reell. Denn z geniigt einer Gleichung der Form

§=F@,  8=—(1+1),

wo, wenn »71- gentigend klein, fiir [3| 2%~ |F'(8)| beliebig klein, also kleiner als 1

ist, und wo F(3) fir reellen 3 reelle Werte annimmt. Der erste Satz des ersten Ka-
pitels ergibt also die Behauptung. Weiter folgt noch, dass durch die Kurven & (o)
und £ (o) fir B, (1), durch die Kurve & (o) fiir 2, () alle Hiufungspunkte erschopft

8) Fiir den Fall der Funktion Q, (3) rithrt dieser Satz im Spezialfall » == 1 von LINDHAGEN her,
allgemein von NIELSEN; siehe:

A. LiNDHAGEN, Studier ofner Gammafunklionen [Dissertation, Stockholm (1887)1.

N, NieLseN, Handbuch, 1. c. %), S. 212,
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sind. Denn nach den Formeln (IL,) ist gleichmissig:

log pAD=—3f@H0log),  xun, eghoilZR K rerles
fiir
log A==+ 0008, 5L, LRI

Da die Funktion f(z) auf der Geraden x = 1 nur im Punkt z = 1 verschwindet, so
konnen hier weitere, von z = 1 verschiedene Hiufungspunkte nicht liegen.

In unserem Sonderfall 2> o sind die beiden Kurven ®"(3) und & (¢) symme-
trisch zur reellen Achse. Die Zahl r (o) hat den Niherungswert r (o)_ 3 591 121459..

C o . . .
Die imaginire Achse wird von §Y(9) nicht, von §7(e) in x = F 7{ geschnitten.

Den letzteren Punkten entsprechen die Nullstellen

_ o 1

Fi= bty
log — A
2

-+ ! - log —— L ;O (1ogl))
2 w1 2 A
2(log—+-£——) 2%) (—:——- I
mit k=1, 2, ...,
2kwi 21

von P, (%) mit beschrinkten Realteil, eine Formel, die auch Herr G. RascH vor kur-

zem gefunden hat.

Karprrer IV.
DIE NICHTREELLEN NULLSTELLEN VON P,(z) FUR % > o,

1. Die Nullstellen von P, (%) geniigen der Gleichung

£Q) = f_;.%@ — o

£,(R) ist eine ganze transzendente Funktion der beiden Argumente; hat % den endlichen
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Wert % = %, so ist offenbar f; (z) nicht von z unabhingig. Wenn also z, eine Null-
stelle von P, (3) bedeutet, so existiert eine natiirliche Zahl I, dass

(2) A, #0

ist. Also ist nach Kap. I, Satz 2 fiir cine genitigend kleine Umgebung von %, auch
g = z(%) beliebig nahe bei z, = z ().

Konvergiere jetzt % auf einem beschrinkten Weg gegen den Wer: % ; das Maxi-
mum von [A| auf diesem Weg sei A. Die Gleichung fur 1 = z(2)

A A2
T+ T acF

zeigt, dass eine der Zahlen

I
_— vee = (.
< -+
n==0,1, 2, 3, .
die Ungleichung
1

R+ L ”

befriedigt, wenn

RO > M(A)

ist. Also kann z nicht ins Unendliche wachsen, denn wegen der Stetigkeit kann diese
Nullstelle denjenigen der vorigen Bereiche, in welchem sie liegt, nicht verlassen, da
alle diese Bereiche von einander getrennt sind.

2. Nach der Formel
)\Z e“’vi )\n
2 5 GR+0&+2) .. G+
hat P, (z) in dem Teil der Ebene
k45> 3%x>0 (n=1, 2,3 ...)

gewiss keine Nullstelle, denn hier ist

P, (z) =

)n

[‘” X
2EED L GEm T

Sei jetzt
oL L

Dann existiert eine natiirliche Zahl m, so dass fir P, () = o:

|(—}—m|é31é%, aber R4 n X - N 60 fiir
D
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2

Die Zahl
=itm blLL
geniigt der Gleichung
p= 1, ()3
. W
% 2 GEDG2) ()

B == =) - =) SO
7 (3—m—41)g—m-+2) ... G—m-tn

Zufolge unserer Annahmen ist

& W 1 I
2(54—1) (6-1—") ( )“?
et % PE L
D T ETIE e ) 5
)m A o [ I . 3 n .
- 4 .6 !Z 3“-—7>

i(s-—l) (6 —m + 1) < @ =3

"

)\

| 3&En 9,
ST T 2 £ 22*@—25’

Mt 2\
Z(fy*"”‘f‘l) L (G—m 4 n) Zg——m—{—l 2

Die Ableitung von F,  (3) nach j:

/ M1 1
Fl,m (5) - F)”m (5) — Z 3——:,7.1.

N n I

& N Mot
4+ Z’(%‘f"l) - (3+n) Zé—l—l 2-%&(73,7—_111-}—71)...(3»-—7%—{-74)4-5W—/m—}-l
" = »

XG0 -GEn Z Gy )
gestattet also die Abschitzung

9/25 9/25
SRR T 1/5%

2

Vi

2
{F/ 111(6)] é T ' (_g_
P/

J < 1.

Fir reelles 3 ist F,  (3) recll; dic Voraussetzung des ersten Satzes des ersten Kapitels
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ist also erfiillt, so dass j einen reellen Wert hat und eine einfache Wurzel darstellt.
Nach einer fritheren Bemerkung iiber die reellen Nullstellen von P, () besitzt daher
diese Funktion in jedem Intervall 7,:

I: —2k—2L7L—2k—1 (k=o,1,2,..)

hochstens zwei einfache oder zusammenfallende Nullstellen.

Ist & sehr klein, so gibt es aber auch wirklich je zwei Nullstellen in diesen Inter-
vallen. Denn fur

o<)\é% und 7 L — 1, #2\ o0
ist

o' (u) < e Le ™™ a(u) -

3047~(u+31-2) * ——l“—; ;C-i ,—7;3_ 1 i
ék/;a duék/Qe du:]/z—éi/ﬁg*<—2‘>

S et z 7 1/2 1 \¢
Qk (Z.) - )\_‘((I - ql ("5\“)) > *’8‘—' IA_'I:'% . (-9—) > .
Da fir £ — 1 auch

rr—z XN

ist, hat man dann immer

QI —>=
Nun gentigen die Nullstellen von P, (z) der Gleichung

™

0T (1 —2) =

sin wg

Die rechte Seite variiert in den Intervallen 7, monoton von -} oo bis 4= und wieder
von 4~ 7 bis 4~ oe. Also hat P,(z) in jedem Intervall I, mindestens zwei Nullstellen,
nach frither auch nicht mehr. Damit ist gezeigt:

Wenn o <Xé—;~ ist, so besitzt P, (z) nur reclle Nullstcllen und zwar je zwei

in jedem der Intervalle 7, .

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. LIV (1930). — Stampato il 22 aprile 1929. 5
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3. Sei weiter dagegen % schr gross. Esist dann gleichmissig fur ;= —3£—2:

Q’“@:%(_:k——e}-%(l + O(%)); r s *M)zVEﬁ}wa’-s(x + o(%)) :

1 - I vl(aloggax‘g\( O(_I_ ).
QOTM =30 famry O )

Durch zweimaliges Differenzieren ergibt sich daher

d\ 1 N 108" 5 aogiy ( I ))
o e S AL L] 3 O —_—
(d?s) 2, —23) 1/27r7\53 (I + A ’

wo von der Bemerkung in Kap. II, § ro Gebrauch gemacht ist.

Diesen Formeln entnimmt man, dass, wenn — z = 3 zunimmt, der Bruch

1
— ”V‘>:VVW_‘—"“~ fﬁ l‘ 4 — 2
2, —2z) R

monoton gegen Null strebt und stets eine positive zweite Ableitung nach 3, also auch
nach 7 = — 3, hat. Folglich nimmt auch der Bruch

I
QI —7"’
wenn A hinreichend gross ist, fiir g »> — o im Intervall
RL— 2%

monoron gegen Null ab und besitzt stets eine positive zweite Ableitung nach z. Die
Nullstellen von P, (3) liegen far grosses X aber alle im vorigen Intervall und geniigen

der Gleichung

I __sinmg
Q@r(r—2) =

Ferner ist in den Intervallen 7, die rechte Seite dieser Gleichung stets positiv und

. I . . . .
zwischen den Werten o und —, sowie von negativer zweiter Ableitung. Daraus er-
i3
gibt sich:
Wenn % hinreichend gross ist, so existiert eine natiirliche Zahl v = v(}), so dass
P, (3) in keinem der Intervalle

I,..., 1

1 V—1

1,

[}

Nullstellen hat, dagegen in I, zwei einfache oder eine doppelte Nullstelle und in jedem

der Intervalle
I

V417 V+27

I

V3 ottt

gehau zwei einfache Nullstellen.
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Denn wenn in einem der Intervalle

I

v

I

v+13 * "

mehr Nullstellen ligen, so miisste nach dem Rolleschen Satz die erste Ableitung von

I __sinwg
2T —3) ®

dort mindestens zweimal, die zweite also mindestens einmal verschwinden. Das ist aber

unmoglich.
4. Wenn % <1 ist, so besitzt P,(z) auf der Strecke z >\ — [X], wo [}] das
grosste Ganze von ) ist, gewiss keine Nullstellen. Sei dagegen » ™\'1. Dem Integral

W { -, ()
G e i A Ol

entnimmt man sogleich, dass in 7/,
0 < Q@ LN

ist; im gleichen Intervall hat man

o <T(1 —7) £ (2k + 2)!

Gentigt daher z der Bedingung

2k 4 2)!
| o< QEra—y £ D
da notwendig 2k 42 £ [2] £\ ist.
Folglich kann P,(3) im Intervall — 2] £ 3 £ o nicht verschwinden ; in den Inter-
vallen 7, ist P, (z) hier immer positiv.
Nach der Funktionalgleichung von P, (3) ist aber 9)

A 532 —
Fl Pz —2)= ¢ P)'(((){{:_ I)(?_j—z% D 5

so ist in den Intervallen I:

sei jetzt P, (z) £ o und g in einem der Intervalle I, also ist gewiss z < — [A] und

erst recht A 7 — 1 < 0; dann wird offenbar P,(x — 2) < o. Aus den friheren

Angaben iber das Vorzeichen von P, (z) ausserhalb der Intervalle 7, folgt daher:
Wenn fiir einen reellen Wert von g

P Lo

9) Siche hierzu: N. Niersew, L ¢ 4), S. 32
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ist, so gilt
Pi(x —2) <o
5. In der Gleichung fur die Nullstellen von P, (z):
1 __sinmg
Qrx—z =

ist die linke Seite offenbar eine monoton wachsende Funktion von A. Von den beiden
Kurven

= ! und C,: w=""07%
QOra—a ’ ™

ist die zweite von ) unabhiingig, die erste dagegen entfernt sich mit wachsendem % in

jedem Punkte monoton von der ;-Achse Da nach § 3 fir schr grosse Werte von

beiden Kurven Punkte gemein sind, so gilt dies erst recht fur kleinere Werte dieses

Parameters. Nach dem vorigen Abschnitt ergibt sich, dass eine kleinste Zahl v =v(})

existiert, so dass P, () in den Intervallen

I, I

o)

C.(n): w

I

1) 2 ) Ty

keine, in den Intervallen

[, I

Y417

1

v) V429

eine nichtverschwindende gerade Anzahl von Nullstellen besitzt. Sei diese Anzahl in
I, k=v,v41,..)
24 M,()

gleich

und
ne) = i),

falls diese Summe existiert; bedeute ferner 9 (%) die Anzahl der nichtreellen Nullstel-
len von P,(z), wenn diese Anzahl endlich ist.
Wir lassen % von Werten im Intervall

oéké—L
- T 9

stetig bis zum Werte %, wachsen. Alsdann schneidet die Kurve C (%) in jedem Augen-
blick die Kurve C, in den Intervallen

I, (k=v()\o), v(h) + 1, )

in zwei Punkten, die sich wihrend des Prezesses stetig indern. Am Anfang hatte aber
C:(3) in jedem der Intervalle

I, (k=0 Loy v0) — 1)
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noch je zwei Schnittpunkte mit C, gemein und sonst keine. Die Nullstellen von
P, (%), die diesen Schnittpunkten entsprechen, miissen der Stetigkeit halber teils in
die % (2,) komplexen Nullstellen von P, (x), teils in die M (%) Nullstellen, die die
Zweierzahl in den Intervallen

I, (k=0 v +1,...)

uberschreiten, am Ende des Wachstums von 2 ibergegangen sein.
Daher besteht die Identitit

(V) RO) +MA) = 2v(Q,)
die insbesondere die Endlichkeit von NQO,) und M) zeigt.

Daraus, dass C, (2) sich in jedem Punkt monoton von der z-Achse entfernt, wenn
A wiichst, folgt noch, dass v(%) eine wachsende Funktion von X ist.

6. Die Formel (IV)) gestattet eine besonders interessante Folgerung, wenn % sehr

gross ist. In diesem Fall ist nach § 3 die Zahl M) gleich Null. Daher gilt die schir-
fere Beziehung
NO) =2v(2) fir A

Die Zahl v(2) lisst sich jetzt leicht sehr genau annihern. Sie ergibt sich aus der Defi-
nition, dass P, (z) in 7, nicht, in I, wohl verschwindet, oder anders gesagt, dass
B, (— 3) im Intervall
2v — 1
A

£y <L -2%
keine, im Intervall

2v-1 2y 2
T £iL T

mindest eine Nullstelle hat. Die Nullstellen von P.(— 3) gentigen aber der Gleichung

log (—sin®3)=G,(3); G, ()=—2(Glogg—1—3)+ _;. log i)‘_(;aj): +0 (_;_) .

Also muss G,(3) im Intervall

nur positiv, im Intervall
2V

S 2y -2

auch negativ sein und also kann sich %%2 nur um ein Glied der Ordnung O(—j\-—)

von der Nullstelle des Ausdrucks G,,(z) unterscheiden; setzen wir aber

’::Z"—V-; Z:()(I); ‘/.::7’"0(0), logx::l-f-‘;“’
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jlogy — 1 — 5 = Zlog» -+ O(Z%),

%\lo »7(1%—4@»_{_ O()\Z) :%log)\—{— O(—;\—)

und durch Vergleich beider Abschitzungen

_ logx I
Z= 2 logx + O(T) i’

=Lty ()

somit gelangt man zu dem Wert von VO\)3

vy 2v(A) = NO) = 21 4 - logx 4 O(1).

2(% + 1)

7. Es gelingt unschwer, das O-Glied der vorigen Abschitzung genauer zu bestim-
men. Wie mir Herr G. RascH vor kurzem mitteilte, ist er unabhingig von mir zu
den Lrgebnissen dieses Kapitels gelangt, auf einem verschiedenem Wege. Er hat die
obige Abschitzung weiter gefithrt. Wichtiger ist jedoch sein Nachweis, dass die Gleichung

. M) = o,
die oben nur fur sehr kleines und sehr grosses ) bewiesen wurde, allgemein gilt, also

auch die Formel:
%(7\) = 2 VO\).

Daraus folgt weiter, dass es eine Folge von Zabhlen
o <)\o<)\1<)\z<)‘3< cre
)\V—l < )\ é )\V

die Funktion P, (%) genaw 2v nichtreelle Nullstellen besitzi. Aus der Formel (IV,) ergibt
sich sofort, dass

gibt, so dass fiir

2V

(IV,{) . )‘v = 2(% + ) logv + O<I)

%

ist; diesen Ausdruck hat Herr Rascu etwas weiter ausgerechnet. Auch ich war bereits
im Herbste 1926 vermutungsweise zu den Rascu-schen Sitzen gelangt, ohne zu einem
strengen Beweis zu kommen. Umso bemerkenswerter ist es, dass der Beweis von
Herrn Rascu gerade darauf beruht, dass allgemein

/d\ I =1L —np
— f
(dz) Q@I —3) >0 R 1< — 3)

nachgewiesen wird, wie dies oben fiir grosse % geschehn ist.
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. . I
Es war oben nachgewiesen worden, dass P, () fur o <\ 2 ry nur reelle Null-

stellen besitzt. Ohne Benutzung der Rascu-schen Sitz gelingt es leicht, eine obere
Schranke 2, zu bestimmen, so dass P, (z) fir o <X £ %, nur reelle Nullstellen hat,
dagegen fiir jedes gentigend kleine ¢ > o und % = % -~ ¢ die Funktion P, () min-
dest eine nichtreelle Nullstelle besitzt.

Es ist jede Nullstelle z Schnittpunkt der Kurven

I -
Qra—x’

Sei %, der kleinste Wert, fir den C,(2) dic Kurve C, in einem Punktc z, des Inter-
valles

sin
Ci w1

™

C.(0): w=

—2Lz, L—1

berithrt. In allen folgenden Intervallen 7, trifft C, (%)) die Kurve C, in genau zwei
getrennten einfachen Schnittpunkten. Dassclbe ist also auch noch der Fall, wenn
A — %, =c¢ > o hinreichend klein ist; die zwei in I verloren gegangenen reellen
Nullstellen haben sich also in zwei nichtreelle verwandelt, so dass P, (z) nicht mehr
nur reelle Nullstellen besitzt. Es geniigt somit, das Puar %, z, mit moglichst kleinem
%, zu bestimmen, fiir das P, (x) cine Doppelnullstelle 7, hat. Statt dessen ist es auch

hinreichend, das Zahlpaar %, z, mit kleinstem % und — 2 £z, £ — 1 zu finden,
so dass dic beiden transzendenten Gleichungen

1 A IS
Ty Tl Ey T
) » .

I
Tty gty Tt

erfullt sind. Begniigt man sich in beiden Gleichungen mit den drei ersten Gliedern,
so lassen sie sich auf quadratische Gleichungen zuriickfithren, Es ergeben sich auf diese
Weise die Niherungswerte

M:_L:@Q:i+ G:lﬁji)+2izﬁ£:i:%w%
112 —1
Durch zweimalige Anwendung der Newtonschen Auflssungsmethode ergeben sich die

Werte :

L, = — L,6442352. .., X, = 0,3080896. .. .
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Damit ist das grossee Tntervall o <<% £ %, bestimmt, in dem P, (3) nur reelle Null-
stellen besitzt.

Es ist bemerkenswert, dass fir A <o, P,(z) stets nur reelle Nullstellen hat.
Denn der Gleichung fiir diese Nullstellen

1 A z? X
—— e — — e s e T 0O
<TGt T acEa TiaEn T
entnimmt man die Existenz von genau je einer im Intervall
—nLzL—n+1 (n=1,123, ...
Fir — é— Z % < o folgt aber genau wie in (2), dass keine nichtreellen Nullstellen

vorhanden sind; aus Stetigkeitsgriinden gilt dies daher allgemein. Herr Prof. Dr. E. HizLe
teilte mir im Juni 1927 mit, dass von allgemeineren Fragen her auch er zu diesen
Ergebnis gelangt ist.

Zum Schluss sei bemerkt, dass die Formeln dieses Kapitels iiber die Anzahl der
nichtreellen Nullstellen von P, () sich in gewisser Form auch auf den Fall komplexen

Vs ausdehnen lassen. Wenn |arc )| £ %A — o und [A] sehr gross ist, so gilt fur die
Anzahl der Nullstellen von P, (3), die den Ungleichungen
R+n>a>o0 (n=0,1,2,..)
geniigen, wahrscheinlich der Ausdruck
NN =r (@ + -
Dabei ist 7 (o) die friher definierte Zahl.

log [\

2logr, () T O
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