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Sonderdruck aus Mathematische Annalen, Band 101 Heft 2/3.

Uber die Nullstellen der Abschnitte der
hypergeometrischen Reihe.

Von

Kurt Mahler in Krefeld.

In der folgenden Arbeit sollen asymptotische Formeln fiir die Null-
stellen der Abschnitte

e, et D (ata—2) (1) (Frn2) aa
P,z(z)_-41+].7,z T T T ) st (pn—2)®

der hypergeometrischen Reihe
/ \ - + D F(B-+T1) ,
fle) = Flapyz) =1+ (Lo 2t VAP Dy
“!ﬂy‘y:*:(); '* 1, "—2, e
«t+pf—y=+0,F1, F2,...

nach einem Verfahren hergeleitet werden, das ich bei der Untersuchung
der Nullstellen der unvollstindigen Gammafunktionen benutzt habe?®). Aus
diesen asymptotischen Formeln folgt, dall fiir n— co die Nullstellen der
Abschnitte P (z) sich dicht gegen jeden Punkt des Einheitskreises héiufen,
wie es der Jentzschsche Satz verlangt.

Der Beweis verlduft folgendermalien:

Die Funktion

Q,(2) = flz) — P,(2)

besitzt nach dem Cauchyschen Integralsatz die Darstellung

Wenn n geniigend grof3 ist, darf fiir den Integrationsweg € eine Kurve
gewithlt werden, die aus dem Unendlichen kommt, den Punkt 3 =1 in
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negativer Richtung umkreist und wieder ins Unendliche ldauft. Vermoge
der bekannten GauBschen Identitit

o Ty —a—p)
() = BOLG D) B, fratf—pH11-2)

~{—] ) (a+ﬁﬁ”‘(l ----- z)yua—ﬂF(;/ —o,y—f,y—a—pf+1,1—2)

I'(e) I'(B)
st damit gleichwertig
A y>r<a~;ﬁ~1>f yoap By —coy—fy—a—f+l 1)
CE o rewrg )N (3-2)5" %

Aus diesem Integral li3t sich durch Entwicklung des Ausdrucks
Fly—e,y—f,y—a—f+1.1-3)
5%
nach Potenzen von 1-— 3 und Abbrechen beim k-ten Glied mit Restab-
schitzung eine asymptotische Formel fiir @, (z), n— oo, herleiten, wenn z
auf den Bereich € (¢):

Mg:, lz —t]| =2e fiir t2>1, e > 0 und konstant,
beschrinkt wird. Im einfachsten Fall lautet sie
o r (7’) o+p—y—1 z”r >}_ \
)= iy 1"2’&'<1 ‘f 0<n))‘
Jetzt geniigen die Nullstellen von P, (z) der Gleichung
fiz)=—Q,(z)

und wenn die vorige Reihe und die bekannte Lagrangesche Umkehrformel
benutzt werden, ergibt sich fiir die Nullstellen z im Innern von § (&) eine
asymptotische Reihe; die ersten Glieder sind

2= {1 T {f;}{fl log n - logJ [ﬁ;)% (B) (1—w) f(w)}} +0 (135 .

n2 )

Dabei bedeutet $ () den Bereich, der aus € (&) entsteht, wenn um jeder
der endlich vielen Nullstellen von f(z) hierin ein Kreis vom Radius & ent-
fernt wird; o hingegen eine n-te Einheitswurzel auf dem Bogen des Kin-
heitskreises

3e <|arcw| <a, w i H(e).

Der vorigen Formel entnimmt man alle Behauptungen.

I.

1. Sei ¢ die z-Ebene mit einem Schnitt & lédngs der reellen Achse
zwischen 1 und -+ oo, E* dieselbe Ebene mit einem weiteren Schnitt &*
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lings der reellen Achse zwischen — oo und 0. Die hypergeometrische
Reihe

« B

(NGRS V.
,(;;,, 1) & —.{

(@, B y==0, — 1, —2, ..

lafit sich ins Innere von € als regulire, eindeutige und nicht ganz-rationale

flz) = Fle,p,y,2) -1~

- ] -y

Funktion fortsetzen: sie hat singulire Stellen hichstens in den Randpunkten
z=1 und z =-oc. Am Schnitt & besitzt f(z) im allgemeinen einen Sprung.
Als wesentliche Emschrinkung sei
o« - p—ya0, F1, F2,...
angenommen: alsdann besteht die GauBsche Identitit?)
fiz)- 1‘(;/) 1'(y - I /J‘)
T My =) Iy —§)

) D+ f—7) L yea—f L A L i
I'ie) I'(5) 1 —z) Fly—a,y—p,7y—a«—p-+11-—2z).

Fle et f—y-1 1z

Die Summanden auf der rechten Seite sind im Innern von ¢~ eindeutig

bestimmt, wenn noch

lim (1 2" "7 1

z-»0

angenommen wird und die Funktionen
Fle,pet-p—y-1,1—2), Fly —a,y—p,v—c—p+-1,1—2)

B . [l 1 - . . ~ . 3
aus dem Kreis I —2z <1 stetig in das Gebiet €™ fortgesetzt werden.

Es gibt eine natiirliche Zahl N, so dal
Fla,B,y,2)=0(z"),
Fle,poat+p—y+1L1—2 =00 2"),
Fly —ay—fy—a—f+1L1—2—0(z")

w0

gleichmiilig fiir groBe |z| im Innern von ¥ ist.
2. Der (n —1)-te Abschnitt von f(z):

. e clae+1)  (abn—=2)p(pF-1)...(F-n—2) 4, 1
Pile)=l4y 2 oy vy H1). (2 7

n L

ist als Polynom im Innern von € regulir. Durch die Gleichung

wird in ¢ eine weitere eindeutige regulire Funktion @, (z) definiert, die

') Siehe z. B. Gaul}, Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem
secundi ordinis. Ges. Werke III, S. 207f.
Mathematische Annalen. 101, 24
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im Innern des Einheitskreises mit dem (n — 1)-ten Rest von fiz) zu-
sammenfillt. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

oW
C

2x 2 ) 5)L
wobei iiber einen Kreis C':

z, -3 konst. 1

in positiver Richtung integriert wird.

Sei m > N; alsdann darf der Integrationsweg ins Unendliche gezogen
werden.  Als neue Integrationskurve werde

€ ¢ +6,+G

gewihlt: dabel ist

¢, die untere Seite des Schnittes © von —-oc bis 1+ e,

@, der Kreis [1-—z|-& in der Richtung von der Unterseite des
Schnittes © zur oberen,

¢, die obere Seite des Schnittes © von 1 -1 & bis — oc zuriick,
und & bedeutet eine beliebig kleine Zahl des Intervalls (0, 1).

Die Formel
() rG g,
Q“ (z» T 9 . (5*2)5” d(]
¢
gilt zunidchst im Kreis §z < 1; da das Integral auch auBerhalb von ¢
reguldr ist, so stellt es auch hier noch die Funktion @, (z) dar.
Vermoge der GauBschen Identitit zerspaltet sich @, (z) in die Summe

. 2 ()T (y— 8) [ Fe, B, —y+1,1-
Q. (2 — { (ML (y—e« - p) (¢;f, et f—y+1, 5)036

T2 o

L=l p) (5-2)3"
I

1'(7)1‘(cc—j[)’-—y)f,, wymamp Fly—a, 7 By —a—PF-+1,1-3) }
SleT PP ) T d3\.
- () I'(fF) J 3. (3—2)3 8

Das erste Integral der rechten Seite verschwindet aber, da der Integrand
im Innern von ¢ regulir ist. Also erhilt man

o I (e ) \r—a—p F(—ay By e fo1.1 3
Qn‘\z) T a0 ]{(u‘)[»(/)') . . 3) (3—72)3" do.
&
3. 2z werde auf den Bereich € (¢):

el e =2 i 121

L= g

beschriinkt; mit abnehmendem & strebt €(¢) gegen €.
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Lauft 3 auf €, oder . so ist gleichmiBig in z und 3 fiir n —

B N __’F Vo A—f,"*"c’"'f)) 1;] / 2
(1 3) a—pg Ply—a,y—f,y—c—pF+1 MZO(éﬁ“,):

(3—2) 3" “
S=0((1+e "),

also gleichmiaBig mn 2

| e PG a = e fel, 1
f*f (1 — gyt il I f L= o Vdg=0(1+e) ")
Lo ’ (3—2)3

Q‘l Qﬂ

Ebenso erhilt man fiir n — oo
' 15" .
J+] S d=0u14 .
& Gy \
wenn » irgendeine endliche Konstante ist.
Im Innern des Kreises |1 -— 3| <& ist gleichmifig in z und j

oo
LU S G e A
52 1:‘/--:0 \1-—2)

Fly—w, p—p.y—e—f-+1,1-3)~ jA,(\l-v-g,Jz,

i
=0

11 4 o —p) 4 oy —et DG =)y —F1)
-0 ? 1 T(y—oa—p+1)° 12y p-D)(y—a—p=2)""7

und nach Multiplikation der beiden Funktionen

F(r-ayp—fy—a—p=1,1-

F—z

) 1 SO )
3 :]:,,ZZ a,(z)(1—3)",

=0

l
a,(z)= NA, (1 -2)"".
h=0

Die natiirliche Zahl & geniige der Ungleichung
K=3N(k+y—a«—p11)>0.

Die vorige Gleichung werde beim k-ten Glied abgebrochen, so dal} gleich-
mifig m 2z und 3

Fly—c,y—f.p—c—Ff-=1,1-3) I 1 p \
e i P [LEA— \ — 1. (2.2
P— 1 :l[jal'~.l (2),} pkw’ 11’

Py(3.2) = O 1—3")

ist und . i beiden Verinderlichen regulir wird. Im Integral

(1—3)
N TP L) Lt
RE f@kasy 2 T dp

3

Q4%
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darf daher der Integrationsweg in 3= 1 hineingezogen werden. Folglich
ist gleichmiflig in 2z

1+¢ ®
o (3 -1 \ e 2\
\xﬁO(f ' 53' dy) =0 |37 (13 "dg).
0
Nun ist
o o
* — i
K-1 n — K K1 ‘
f (14-3) "d3y = JD (14 ": d3
i O

und da das letzte Integral fiir n -» oc gegen
f%K"lemn‘dé = I"(K)
0

konvergiert, auch gleichmifig in z
N=0(n*¥).
4. Zusammen mit der Integralformel fir die Gammafunktion?)
- “s‘,ﬁ) dy— jg:),(li fiir Rin —r—1)=0
G
ergeben die letzten Abschitzungen gleichmiiflig in z fiir n — ~c:

oy A e—p—y) 2" (1 ey
@z = riarg 1o {0\(1 s

k-1
N 1‘('n~-}—754»{:ﬂ: 1 1)~ PRt TR TN o |
\ /‘;_:O,a,(z):’ o P(atf oy 1) O ((1--¢) )| O(n E

K=Rk-+y—a—p-41).
Und dies vereinfacht sich zu dem Krgebnis

k—1

N [‘(;»‘) 2™ NT I'ntoat+p—y—l--1)I(«t+p—y)
2= T T {ﬁo @ (7] F'(n)I(etp—y1)

1 ) O(n-ﬂl'(lc~{-;f~4(~v/i’—}—1)> -

gleichméBig i z fiir n — co.
Es ist klar, daB diese Formel bestehen bleibt, wenn man die Annahme
iiber k& fallen laBt. Speziell mit £ =1 ist also

, /1y
{1 +of, 1} .

\ 1‘(7’) a4 pf—y—1 2"
Q,(z)— I'(a) ' (B) n 1.2

2) Siehe: N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Kap. 10.
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Die asymptotische Formel fiir @, (z) kann auf den Fall ausgedehnt werden,
daBl « | p— y eine ganze rationale Zahl 1st. Z. B. ist fiir f(z) = log, = ¢
L 1 ,
Q”<\Z}m 12z n 1\]”7-(71— 2) (1 :f)'T'
_ (k—1)!
(n—2)(n—3)...(n—k)y(l--z)"

1L
5. Die frither definierte Zahl & sei so klein, dal der ganze Teilbogen
Je < |arcz < a
des Einheitskreises in ¢ (¢) liegt. Da f(z) in € (e) regular ist, so hat
diese Funktion dort nur endlich viele Nullstellen. Um jede derselben herum
werde ein Kreis vom Radius ¢ entfernt; der Restbereich sei $ (&) genannt.
Dann existieren zwei positive Konstanten 4 und B, so dal}
AL flz) £B
gleichmiifig im Innern von (&) ist.
Die Nullstellen von P (z) geniigen der Gleichung

P, (z)={f(z) — Q,(z)=0.

n
GleichméfBig 1m Innern von £ (&) ist aber
- I'(y) T RN
- / moat+p—y—1 e | | {
@)= pyrp ™ o))
so dal3 die Nullstellen durch
" 1((/ ) I (ﬂ y—a— i1
2" = n’
I'(y)
bestimmt sind. Hier darf auf beiden Seiten die n-te Wurzel gezogen
werden. Wenn @ eine beliebige n-te Kinheitswurzel auf dem Bogen

(1—2)f(z)(1 0 <,]l)/

Je<larco| <a, o in Hie)

des Einheitskreises bedeutet, so ergibt sich fiir grofles n gleichmiflig in o

o fy aEpy ] L] ~1‘<a‘)1'<ﬁ> vl log®n
A mll n 1ogn£ n logi_ 1'(}’)7 )f(w l+0( 7"_77>

Dal} die Auflosung nach z tatsichlich erlaubt ist, folgt z. B. mit Hilfe
der Lagrangeschen Umkehrformel®). Es sei bemerkt, dall man auch
asymptotische Reithen fiir die Nullstellen herleiten kann, wenn man Ge-
brauch macht von der friiheren unendlichen asymptotischen Reihe fiir @ (z)

3) Siehe: Lagrange, (Buvres III, p. 25, sowie meine Arbeit ?). Dort ist die Umkehr-
formel in einer Gestalt angegeben, die sich unmittelbar anwenden liBt.
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Die vorige Formel zeigt sofort, dal die Nullstellen von P (z) fiir
n — oo gegen jeden Punkt des Einheitskreises streben, wie es der Jentzsch-
sche Satz verlangt*). Man erkennt, daB sie sich sogar gegen jeden Bogen
des Einheitskreises i O (&) gleichmdfig dicht hiufen.
6. Das benutzte Verfahren laft sich in dhnlicher Form auch in anderen
Fillen anwenden. So kénnen damit die Nullstellen der Abschnitte von
=
flz)= Mn!z"
n=0
und #hnlichen divergenten Reihen asymptotisch bestimmt werden. Ebenso
lassen sich die Nullstellen der Abschnitte der bestiindig konvergenten
Potenzreihe von
f(z) — et @
bestimmen, wenn F(z) ein Polynom mit nichtnegativen Koeffizienten oder
eine bestindig konvergente Reihe der Form

Ea N
F(z)= Ya,z" A=ty = ay= ... > 0)
O
st 7).

Krefeld, 28. 7. 1928,

4) Siehe: R. Jentzsch, Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funk-
tionen, Acta math. 41, p. 219f.

5) Das gleiche Verfahren benutzte ich auch in der Arbeit ,Uber die Nullstellen
der unvollstindigen Gammafunktionen®, die demniichst in den Rend. di Palermo er-
scheint.

(Eingegangen am 28. 7. 1928.)



