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donderdruck aus Mathematische Zeitschritt, Band 31 Heft 5.

Uber Beziehungen zwischen der Zahl ¢ und
Liouvilleschen Zahlen.

Von
Kurt Mahler in Krefeld.

§1.

Bekanntlich ist die Zahl e keine Liouvillesche Zahl; dabei sind unter
Liouvilleschen Zahlen solche Zahlen u zu verstehen, die zu jeder noch so
grollen positiven Zahl w rationale Anndherungen %, y =40, mit

0 <’iu-— "; <y~
besitzen. In der vorliegenden Note soll folgendes allgemeinere Krgebnis
gezeigt werden:

Das Polynom F (v, w)==0 habe rationale Koeffizienten. Ist dann
e = Z }71, und u eine beliebige Liouvillesche Zahl, so wverschwindet die

h=0

Zahl F (e, w) nicht.
§ 2.
Definition. Eine Zahl s heile S-Zahl, wenn es eine positive Zahl »

und zu jeder natiirlichen Zahl m eine positive Zahl I'(m) mit folgenden
Eigenschaften gibt:

Sind @y, a,, ..., a, m-+1 ganze rationale Zahlen und ist
@ = max (!ao J’ e ‘amD7
so ist entweder
. m ]
% v
Da, s =10
h=0
oder
[ om ; !
| 3 —vm
st =Ta .
Vh=0 i
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730 K. Mahler.

Hilfssatz 1. Sei ¢ eine S-Zahl, s eine Wurzel der Gleichung
g .
C(slt) = ZC(t)s —=0; C;(t)=20C;t, C(t)*0,
j=0

wo die Koeffizienten C;; ganze rationale Zahlen sind. Dann ist auch s

eine S-Zahl
Zunichst wurde gezeigt, daB algebraische Zahlen stets S-Zahlen sind.

Sei etwa s algebraisch vom Grad f, seien ferner

S0 == 85815 +-0» 84
die zu s konjugierten Zahlen und bedeute S den gemeinsamen Nenner.
Dann sind die Zahlen

h§%$ (v=0,1,....f—1),

wobel
Qs Qys -5 @

m -1 ganze rationale Zahlen mit

@ = max (161’0!’ e Eami)
bedeuten, alle zur selben Zeit gleich Null oder ungleich Null. Im letzteren
Fall ist das Produkt

fm =1 O h
ST Y ays))

v=0 " h=0

von Null verschieden und als symmetrische Funktion der s, ganz rational,
also mindestens vom Absolutbetrag Eins. Folglich ist

S B ez s =

Jetzt werde zum Beweis des Hilfssatzes iibergegangen. In der Gleichung

I m
Na
‘h::O

WM)VVOMs*U

kann die linke Seite in s und ¢ irreduzibel in bezug auf den Korper der
rationalen Zahlen angenommen werden; ferner seien ohne Einschriankung
die beiden Zahlen s und ¢ transzendent. Die vermdge der Gleichung
C(s|t)=0

zu s konjugierten Zahlen

So==8, 85+ 8 4
sind dann gleichfalls alle transzendent. Denn geniige etwa s, einer irre-
duziblen Gleichung '

6 (s)= 3 65l =0, 6, +0,
=0 .
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vom Grad ¢ mit ganzen rationalen Koeffizienten. Aus der Transzendenz
von t folgt, dafl das Polynom
Oz ]1)

C (@)
teilbar 1st; ferner ergibt sich ¢ < f aus der Transzendenz von s; das

widerspricht der angenommenen Irreduzibilitit von C(s!#).
Sind also

durch das Polynom

oy Ays ooy @

m

m -+1 ganze rationale Zahlen mit

a:max(!aoi,..., Eam')>0?

so haben die f Summen

Z )
h%ahsv (v=0,1,....f—1)

samtlich einen von Null verschiedenen Wert, also auch das Produkt

(tayeea,) = 00 1 ( 3 anst).

L(t a,...a,) ist in den konjugierten Zahlen s, symmetrisch, lit sich
folglich als rationale Funktion in ¢ allein ausdriicken; da ferner durch
den Faktor C,(#)"™ der Nenner fortgeschafft ist, so muB L(¢|a,...q,,)
ein Polynom in ¢ und zwar mit ganzen rationalen Koeffizienten sein. Nach
bekannten Sidtzen iiber symmetrische Funktionen ldt sich L (tla,...a,)
i der Form

] | m Cy (£)\eo Cr (8N
L(t] g ) = Cpt) ™+ 3] Ao, (22X (T (Y7

darstellen; dabei sind die 4, , . . ,, Formen in den @, der Dimension f,
deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind; summiert wird iber die
Indizes ¢, e, ..., €, mit

f’eo-}—(f~1)el—[—...+2ef“2—{—ef Zfm.
Somit nimmt L(t!a,...a,) die Gestalt

) fgm .
L(t\a,...a,)= > At
1=0

an; dabel sind die 4, ganze rationale Zahlen und es gibt eine positive
Konstante «, so dal
]Allgaaf (l=0,1,..., fgm)
1st.
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732 K. Mabhler. Beziehungen zwischen der Zahl e und den Liouvilleschen Zahlen.

Da nach Voraussetzung
L(tla,...a,)=*0,

da ferner ¢ eine S-Zahl ist, etwa mit den Konstanten y > 0 und I'(m) > 0,
so wird schlieBlich:

!L(t!ao. . am)| g F(fgm) (OCCLlc)—)’fgmJ

und nach der Definition von L(t|a,...a,,):

—1
lL(tlaﬁ"'a1;z>£

hl ~fmf—1 m7 h
w8t =1 OL(1) ¥ (}éoahsy>

y=1
f=ifom o oNTL
=10, I ( 3s ) @O0 (rgm) (eal) 0"
v=1 =0
und erst recht:
mn [

’ Zahsht >dA(m)a” o

=0
dabei ist N

s=yfg4r—1

eine von m unabhingige Konstante und 4 (m) eine positive Zahl, die
noch von m abhingt. Das ist gerade die Behauptung.

§ 3.
Hilfssatz 2. Die Zahl e ist eine S-Zahl
Wegen dieses Satzes sei auf die Arbeit: ,Zur Transzendenz von e
von J. Popken in der Math. Zeitschr. Bd. 29, 8. 525, verwiesen. Dort
wird unter anderem gezeigt, daf} fiir die Konstante y jede Zahl groBler als
Eins genommen werden darf.

§ 4.

Da e eine S-Zahl ist, ist dasselbe der Fall fiir jede Wurzel einer
algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten Polynome in e mit ganzen
rationalen Zahlkoeffizienten sind. Daraus folgt unter anderem die Aussage
iiber Beziehungen zu Liouvilleschen Zahlen, denn diese sind gewill keine
S-Zahlen. Allgemeiner ergibt dasselbe fiir alle Zahlen, die keine S-Zahlen
sind oder die, roh gesprochen, sich durch algebraische Zahlen zu gut
approximieren lassen.

Gottingen, 9.5. 1929,

(Eingegangen am 18. Mai 1929.)



