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Sei IF(xy, x5, ... , Xm) eine Form in endlichvielen Ver-
dnderlichen xy, %5, ...... , ¥» mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten; in diesen Verdnderlichen moge sie von der Dimension
n sein. Ist weiter £ 5 0 eine beliebige ganze rationale Zahl,
so bedeute A (k) die Anzahl der Losungen der Gleichung

Fag, %g, oo oo, Xm) = R
in ganzen rationalen Zahlen x,, %,, .. .., ¥». Der Kiirze halber
werde die folgende Bezeichnungsweise eingefiihrt:

,,Wenn es zu jeder noch so grossen natiirlichen Zahl ¢ eine
ganze rationale Zahl & £ 0 mit A(k) = ¢ gibt, so heisse die
Form F von erster Art, andernfalls von zweiter Art.”’

Eine Form in nur einer Verdnderlichen ist natiirlich von
zweiter Art. Dagegen scheint bisher nicht bekannt zu sein, ob
es Formen zweiter Art in mindestens zwei Verdnderlichen gibt.
Eine solche Form kénnte gewiss nicht von der Dimension
2 oder 3 sein. Denn aus der Theorie der quadratischen Formen
ist wohl bekannt, dass dieselben fiir m = 2 von der ersten Art
sind, und dies lisst sich auch leicht elementar beweisen. Weiter
habe ich in einer demnichst erscheinenden Arbeit gezeigt,
dass jede kubische Bindrform von erster Art ist; daraus folgt
dasselbe fiir kubische Formen in mehr als zwei Verdnderlichen.
Denn eine solche Form F(xy, x5, ...., ¥») geht durch eine
geeignete lineare Transformation

X = auw + buv (v =1,2,....,m)
mit ganzen rationalen Koeffizienten in eine kubische Bindrform
iiber, hat somit mindestens deren Wertevorat und ist folglich
auch von erster Art.

Eine Form zweiter Art mit m = 2 Verdnderlichen miisste
demnach mindestens von der Dimension n» = 4 sein. Weiter
misste fiir eine solche Form die Ungleichung
(1) m =n
bestehen, d.h. die Dimension nicht kleiner als die Anzahl der
Veranderlichen sein; denn es ist fast trivial, dass eine Form



mit m > n von der ersten Art ist. Umgekehrt braucht eine
Form, die der Ungleichung (1) geniigt, keineswegs von zweiter
Art zu sein. Vielmehr werde ich in dieser Note an einigen Bei-
spiclen zeigen, dass es sogar Formen mit
m < n, n =4
gibt, die von erster Art sind; hierzu gehort insbesondere
Fxy, wg, x5) = - b+ xt,

so dass es also fiir jedes ¢ natiirliche Zahlen % gibt, die auf mehr
als ¢ verschiedene Weisen als Summe von drei Biquadraten
darstellbar sind.

1) Hilfssatz 1: Eine IForm I7(x, x4y, ...., xy) ist dann
und nur dann von erster Art, wenn es zu jeder natiirlichen Zahl
¢ eine rationale Zahl » # 0 gibt, so dass die Gleichung

Fxg, vy, oo, X)) — 7
mindestens ¢ Loésungen in rationalen Zahlen x,, x5, .. .., x, hat.
Denn seien
T T T .
™, 50, w0 1,2, )

t solche Losungen und Z ecine natiirliche Zahl, so dass alle
Produkte

Zx(l? (v o= 1,2, ..., p=1,2,....,m)

ganz rational werden; die Gleichung

Fxy, 29, coov, X)) = 12
hat dann in der Tat mindestens ¢ Losungen in ganzen rationalen
Zahlen xy, x5, .. .., xm; dic gegebene Bedingung ist also hin-
reichend flir Formen erster Art. Dass sie auch notwendig ist,
ist trivial.

Hilfssatz 2: Eine Form I (x,, x,, ...., x») ist von erster
Art, wenn zu ihr eine ganze rationale Zahl & s 0 existiert, so
dass die Gleichung

Fxy, g, «ooo, 2m) = RY"
unendlichviele Lésungen in ganzen rationalen Zahlen x,
Koy wovvy Xm, vy mit
(X, Xay oo, Xm, V) =1, v£0
hat.

Denn wenn diese Voraussetzung erfiillt ist, so besitzt die

Gleichung
Fxy, 9, covo, Xm) =R



(@5

unendlichviele verschiedene Losungen in rationalen Zahlen,
und die Voraussetzung von Hilfssatz 1 ist also fiir jedes ¢
erfiillt.

2) Satz 1: Die biquadratische Terndrform
Fxg, 2y, w5) = 2%+ 2t 4 oyt

ist von erster Art.

Denn es besteht die Identitdt

Byt ()t = 2 ay - vE)E
und wenn die neuen Parameter #, v durch
x = u? — 02,y = 2mv -} 0?2
eingefiithrt werden, geht dieselbe tiber in
(> — v2)t + RQuo + 02)* 4 (u? + 2uv)t = 2(u® + wo + )L
Somit sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillt; denn
sind «, v teilerfremd zu einander, so gilt (# 4 2v==0 mod. 3)
(% — 22, 2uv + 02, u® + 2uv, u® 4+ wy + 02) = 1.

Der Beweis fiihrt iibrigens auch leicht zu einer unteren

Schranke fiir den Wert von A (&), wenn & eine geeignete Zahl-

folge durchlduft. Um zu ecinem moglichst guten Wert zu
kommen, wdidhle man etwa

k= 2P% P = p1py ... Ps,
WO Py, pa, ... ps die s ersten Primzahlen der Form 64 4 1
sind; da die Gleichung
P = w* 4 uv + 0%
alsdann bekanntlich
951

verschiedene Losungen in teilerfremden ganzen Zahlen u, v
hat, so kommt man fir solche Zahlen &, wenn dieselben hin-
reichend gross sind, zu der Ungleichung

¢ log &

Ak) = e log log %

unter ¢ > 0 eine geeignete Konstante verstanden.
3) Satz 2: Die Form 6. Dimension in 4 Verdnderlichen
6 6 6 6
Fwy, x4, 73, x4) = %] + x5 + Sxy + Sy
ist von erster Art.



Der Beweis folgt aus der Identitat
(162 4 2uw — v2)% + (w2 — uv — 9?)8 - 8(u? — v?)% + 8 (Ruv)b=
= 10(u* + v%)8.
Satz 3: Die Form 8. Dimension in 5 Verdnderlichen
F(xy, ¥y, Xy, X4, X5) = & a8 - 1228 + 122% + 14x3
ist von erster Art.
In diesem IFall benutzt man die Identitdt
(v2 - 12)S b (a2 y2)8 12016 1 12916 - 14aBy8 = [ (x4 yt)
und beachtet, dass es zu der Bindrform
Flu, v) = ut + ot
cine natiirliche Zahl & gibt, so dass die Gleichung
F(u, v) = kyt?
unendlichviele Loésungen in ganzen rationalen Zahlen #, v
besitzt.
Satz 4: Die Form b. Dimension in 4 Verdnderlichen

F(x,, g, x5, ¥4) = 1047 2043 + 23 +

ist von erster Art.
Zum Bewels benutzt man die Identitat
(65 - 39)5 = 10 (x1y)? + 20 (x29)5 (%)% + (45 — 7).
Satz b: Die Form 7. Dimension in 5 Verdnderlichen
Fxy, Xy, X4, X4, %5) = ldx] + 70x] + 4] + 2] + «f
ist von erster Art.
Dies folgt aus der Identitdt
(7 4 77— LA (xy) T+ TO(edy3)7 4 42 (%) 1 2(y7)7 -
)T



