EINE ARITHMETISCHE EIGENSCHAFT DER
KUBISCHEN BINARFORMEN

von

KURT MAHLER

in Groningen.

Es wird folgender Satz bewiesen: ,,Sei F(x,y) eine kubische
Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten und nichtver-
schwindender Diskriminante. Dann gibt es nur endlichviele
natiirliche kubusfreie Zahlen k, so dass die Gleichung

F(x,y) =%

zwar mindestens eine, aber hichstens endlichviele Losungen in
rationalen Zahlen x,y besitzt.” Fiir alle anderen natiirlichen
kubusfreien & hat diese Gleichung also entweder gar keine
oder unendlichviele Ldsungen in rationalen Zahlen.

Aus diesem Satz ergibt sich ein sehr einfacher Beweis
dafiir, dass es zu jeder natiirlichen Zahl t eine ganze rationale
Zahl k + o gibl, so dass die Gleichung

Fx,y) =&

mindestens t Losungen in ganzen rationalen Zahlen besiizt.

Die Methode dieser Note kann auch fiir andere Klassen
von Diophantischen Gleichungen benutzt werden, wie Herr
PAvNTER, Manchester, in seiner demnichst erscheinenden
These zeigen wird. Ich bin ihm sehr zu Dank verpflichtet fiir
seine Mitarbeit bei der Durchrechnung einiger numerischen
Beispiele.

1), Sei
F(r, y) = ap® + a2y + ayxy? + a)®

eine kubische Binidrform mit ganzen rationalen Koeffizienten
1
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und nichtverschwindender Diskriminante, ferner zur Ab-
kiirzung
oF (x, v)
Py, y) = — . Ry =22
v

Ist k& # o beliebig, so definiert die Gleichung
Fx,y) =%
eine Kurve dritter Ordnung C(k) vom Geschlecht 1. Die
Gleichung ihrer Tangente in einem gegebenen Punkt (x,v)
lautet
Xi + Yy = Xx + Yy,

wobei

X=F@xy), Y=F/xy)

gesetzt wurde; nach dem FEulerschen Satz {iber homogene
Funktionen ist

Xx + Yy = 3F(x, v) = 3k.
Die Tangente schneidet die Kurve noch in einem Punkte

(x, ), den wir den Tangentialpunkt von (x, ¥) nennen wollen;
eine einfache Rechnung ergibt fiir seine Koordinaten die Werte

RE (Y, — X
L= — 25— 3R, (Y, — X)

F(Y, —X) ’
SRR, X
VECA RN, X

Da nun F(Y, — X) durch F(x, v) ohne Rest teilbar ist, wie
eine einfache Rechnung zeigt, so ergibt sich ein Formelpaar

R(x,y)’ R(x, v)
wobei
R(x, y) FY, — X)
X, B S —
Y F(x, y)
eine Bindrform dritter Ordnung, und
P(x,y) = — 2xR (%, y) — 3F, (Y, — X),

Q(x’ y) I ZyR(x’ y) + 3F1(YY: - X)



3

zwei Bindrformen vierter Ordnung bedeuten; diese drei
Formen besitzen ganze rationale Koeffizienten. Die beiden
Formen P(x, y) und O(x, v) haben eine nichtverschwindende
Resultante 7 = 0; man beweist dies am einfachsten durch
direkte Ausrechnung, indem man F(x, y) in der kanonischen
Form als Summe der Kuben von zwei Linearformen vor-
aussetzt.

2). Jedem Punkt (x, y) mit reellen Koordinaten auf C(k)
entspricht eine reelle Zahl

und umgekehrt bestimmt diese Zahl ¢ den Punkt (x, v) wieder
eindeutig; denn jede gerade Linie durch den Ursprung
schneidet C(kR) in nur einem reellen Punkt. Ist (r,p) der
Tangentialpunkt von (x,v) und

.
)
so wird nach den Formeln in 1.)
o)
P(1,¢)

also t eine rationale Funktion von { mit ganzen rationalen
Koeffizienten.

Im folgenden nehmen wir immer an, dass der Parameter %
rational ist, und wir betrachten allein Punkte (x, y) auf C(k),
die rationale Koordinaten haben. Dann ist also auch ¢ eine
rationale Zahl, unter Umstidnden ¢= oo, und eindeutig
durch den Punkt (x, y) bestimmt. Umgekehrt, wenn ¢ gegeben
und rational oder gleich oo ist, so wird

x=24 vy=24i, k= PBF(1i),
bzw. fir { = o
x=0, y=12, k= MBF(o,1),

und zwar darf hier A eine beliebige rationale Zahl # o sein.
Insbesondere ist also der Parameter £ bis auf einen multi-
plikativen Faktor A% bestimmt.
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Fiir die folgenden Uberlegungen ist es deshalb zweck-
missig, irgend zwei rationale Werte des Parameters £ +# o,
die sich nur um einen solchen Faktor A3 unterscheiden, als
dquivalent zu betrachten, ferner alle 4quivalenten Parameter-
werte k in eine Klasse K zusammenzufassen. Als Représen-
tant dieser Klasse kann alsdann die einzige in ihr vorkommende
kubusfreie natiirliche Zahl genommen werden. Eine Klasse
K ist offenbar eindeutig bestimmt, wenn wir einen Parameter-
wert k aus ihr, oder die entsprechende Kurve C(k), oder einen
rationalen Punkt (x,y) auf dieser Kurve, oder endlich die

v
entsprechende Zahl ¢ = = kennen. Derselben Klasse K, der
x
y . . Y
{ = = zugeordnet ist, entspricht auch der Wert t = 2 des
X £

Tangentialpunktes. Zur Abkiirzung nennen wir t das Tangential
von ¢; das bedeutet also, dass
o Q)
P(1, 1)
ist.
3). Bedeute fiir eine beliebige rationale Zahl & 5 o das
Zeichen a(k) die Anzahl der Punkte (x, y) mit endlichen ratio-
nalen Koordinaten auf der Kurve

C(k): Flx,y) = k.

Dann hat offenbar a(k) fiir alle £ aus derselben Klasse K
denselben Wert, und wir kénnen also hierfiir ¢(K) schreiben.
Die Zahl a(K) kann gleich Null, gleich Unendlich, oder gleich
einer endlichen natiirlichen Zahl sein. Im letzteren Fall, wenn
also a(K) zwar endlich, aber nicht gleich Null ist, heisse K
eine singulire Klasse; ebenso heisse ein Parameter & aus
dieser Klasse, die entsprechende Kurve C(k), ein rationaler
Punkt (x,y) auf dieser Kurve, und der zugehorige Zahlwert
¢t singuldr.

In den nichsten Paragraphen soll der folgende Satz be-
wiesen werden:

Satz 1: Es gibt nur endlichviele verschiedene singulire
Klassen. '

Mit diesem Satz gleichbedeutend ist die Aussage:
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Satz 1a: Es gibt hichstens endlichviele kubusfreie natiivliche
Zahlen k, so dass die Gleichung

Fx,v) ==~
eine zwar endliche, aber wichiverschwindende Anzahl von Lo-
sungen in endlichen vationalen Zahlen x, v hat.

4). Zum Beweise schreiben wir / als Quotienten zweier
teilerfremden ganzen rationalen Zahlen $ und g¢:

q

t=-—, (9 =1
P
msbesondere
o I
0= —, 00=—,
I o)

Entsprechenderweise ist das Tangential t von ¢ gleich dem
Quotienten zweier teilerfremden ganzen rationalen Zahlen
p und q:

t=1. (o=t
Es ist
big =P q) Q@ 9,
also
p— L 9) Qp, 9)
o s

wo ¢ den groBten gemeinsamen Teiler

> = (P(p,9), Q(pr 9))
bedeutet.

Die beiden Bindrformen vierten Grades P(x, v) und Q(x, y)
haben nun aber ganze rationale Koeffizienten, und ihre
Resultante #» ist nicht Null. Nach bekannten algebraischen
Satzen gibt es also vier Bindrformen

Pl y), Qi y), P y), Qulx, )
mit ganzen rationalen Koeffizienten und vom dritten Grade,
so dass

P(x, y)Pi(x, y) + Q% y)Qu (% y) = 7o,

P(x, y)Py(x, v) + Q(x, y)Qs(x, y) = ry7
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ist. Fir x = p, v = ¢ folgt hieraus
0= (P(p, ), Q. )| (" 7q") = 7(p. 9)",

und wegen (p, ¢) = 1 muss also ¢ ein Teiler von 7 sein. Also
gibt es eine feste natiirliche Zahl d, etwa d = | 7|, so dass
fiir alle teilerfremden ganzen rationalen $ und ¢ die Zahl

0= (P, q), Q. 9)
in d aufgeht.

Da fiir % 4 y% > o die beiden Formen P(x, v) und Q(x, v)
nie gleichzeitig verschwinden, so ist weiterhin klar, dass die
Funktion

S(x, y) = max (| P(x,y) [, | Q@ ¥)|)
auf dem Quadratrand
max (x|, [v]) =1
ein absolutes Minimum ¢ > o besitzt; wegen
S(ux, wy) = utS(x, v)
fiir jede positive Zahl # besteht demnach die Ungleichung

max (| P(x,y) [, [ Q(x ¥)[) = ¢ (max (| x[, | ¥]))*

fir alle reellen Zahlen x und y.
Wegen

P(p, ,
,_ P9 q:g%wq-)’ y

geniigen also die beiden Ausdriicke

aft) =max (| p[.|g]), «t) =max(p[ |q])
der Ungleichung

5).  Wir wenden die letzte Ungleichung auf eine rationale
Zahl t, die der Klasse K zugeordnet ist, und auf ihre iterierten
Tangentiale

_ Qg k) 0(r, 4)
YUP(Ly ¢ Py




an. Dann wird

vorausgesetzt wird, bekommen wir

d

(;/)%«: alt) < alty) << ally) < af(fs) < ...,

und somit miissen alle Zahlen
bty by by

verschieden sein, da ihre Darstellungen als gekiirzte Briiche
nicht iibereinstimmen. Also liegen auf der Kurve der Klasse
K unendlichviele Punkte mit rationalen Koordinaten, und
diese Klasse ist nicht singulir.

Umgekehrt folgt, dass die Klasse K nur singulir sein kann,
wenn auf einer ihrer Kurven C(k) ein rationaler Punkt (x, y)
mit einem solchen Zahlwert

, g =1
liegt, so dass

aft) =max (| p|, | ¢|) = (%);

ist. Da diese Ungleichung nur endlichviele Losungen p, g,
d.h. ¢ hat, so kann es auch nur hochstens endlichviele singu-
lire Klassen geben, und das sollte gerade bewiesen werden.

Da sich fiir jede Form F(x, y) die beiden Zahlen ¢ und d
wirklich bestimmen lassen, so gibt der Beweis iibrigens ein
Mittel zur expliziten Bestimmung der etwaigen singuliren
Klassen. Einige Ergebnisse dieser Art sind auf Tabelle I
zusammengestellt.
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Tabelle I.
Anzahl
Form Singuldre Klassen der rationalen Losungen
x(x24y?) k=1 1 Losung
x (x2—y?) k=1 3 Losungen
xy(x+v) k=2 3 Losungen
x(3x%+y?) k=23 1 Losung
k=12 2 Losungen
x(2x%-—y?) Keine
2343 k=1 2 Losungen
k=2 1 Losung
6x3-4y3 k=256 1 Losung

Weitere speziellen Félle wurden von Herrn PAYNTER
untersucht.

II.

6). Die Ergebnisse des letzten Kapitels fithren zu einem
neuen Beweis des folgenden Satzes, den ich bereits friiher,
aber auf umstandlichere Weise bewiesen hatte:

Satz 2: Wenn die kubische DBindrform F(x,y) ganze
rationale Koeffizienten und nichtverschwindende Diskriminante
hat, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl t eine ganze vationale
Zahl k # o0, so dass die Gleichung

Fx,v)==%
mandestens t verschiedene Losungen in ganzen vationalen
Zahlen hat.
Beweis: Seien ¢ und d dieselben Zahlen wie in 4) und

und ¢ irgend zwei ganze rationale teilerfremde Zahlen mit

1/

o 4) = maxpliab = (£)

E(p, q) = &*.

F(x,y) = k*

ferner

Auf der Kurve
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liegen dann nach 5) mindestens ¢ verschiedene Punkte

(x5 91), (%2 ¥2)s - (X V)

mit rationalen Koordinaten (es gibt ja sogar unendlich viele!).
Sei nun Z der Generalnenner der 2¢ Zahlen

X1 Y1, X Vas - X V-
Dann ist klar, dass auf der Kurve
F(x,v) = k= R*23

mindestens ¢ Gitterpunkte liegen, und das war zu zeigen.

7). Die Beweismethode dieser Arbeit kann auch auf andere
und allgemeinere Klassen von Kurven des Geschlechtes 1
angewandt werden; auf diese Weise ldsst sich insbesondere
der folgende Satz beweisen:

Satz 3: Sei f(x) ein Polynom dritten oder vierten Grades
mit ganzen rationalen Koeffizienten und nichtverschwindender
Diskrviminante. Dann gibt es hochstens endlichviele ganze ratio-
nale quadratfreie Zahlen k, so dass die Gleichung

¥ = ki (x)

genau eime endliche, aber wnichtverschwindende Anzahl von
Losungen in rationalen Zahlen x, y mit y 7 o besitzt.

Die Durchfithrung des Beweises wird Herr PAYNTER zu-
sammen mit einer Anzahl durchgerechneter numerischer Fille
in seiner These vert6ffentlichen.

Frithjahr 1934.



