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Mathematics, — Ein Analogon zu einem SCHNEIDERschen Safz. Von KURT
MAaHLER. (Erste Mitteilung.) (Communicated by Prof. J. G. vaN
pER CORPUT).

(Communicated at the meeting of April 25, 1936).

In einer demnéchst erscheinenden Arbeit (die mir der Verfasser liebens-~
wiirdigerweise bereits vor der Verdffentlichung zur Verfiigung stellte)
beweist TH. SCHNEIDER folgenden bemerkenswerten Satz:

Satz 1: [st ¢ eine algebraische Zahl, n eine Zahl > 2 und hat die
Ungleichung

,P_,_<......‘...(l)
a ~\q

unendlichviele verschiedene Losungen

Pl'P21P3’H‘ 2
Q1 92 g3

L EQ=G<..) - (2)

iri gekiirzten Briichen mit positivem Nenner, so ist

Durch diesen Satz wird ein dlteres und weniger weit gehendes Ergebnis
von C. SIEGEL 1) iiberholt.
Die vorliegende Arbeit gibt einen Beweis fiir den analogen Satz:

Satz 2: Ist { eine algebraische Zahl, u eine Zahl > 1 und hat die
Ungleichung (1) unendlichviele Lésungen (2) in gekiirzten Briichen mit
positiven Nennern, die allein durch endlichviele gegebenen Primzahlen teil-
bar sind, so gilt (3). (Ein entsprechender Satz, bei dem gefordert wird,
dass nicht die Nenner, sondern die Zéhler allein durch die endlichvielen
gegebenen Primzahlen teilbar sind, folgt hieraus fiir { = 0 auf triviale
Weise.)

Spezielle Falle dieses Satzes stammen bereits von SCHNEIDER. Verlangt
man, dass Zihler und Nenner der Lésungen von (1) beschrinkte Prim-
teiler haben, so besteht ein weiteres Analogon, diesmal sogar fiir > 0.
Dasselbe hat jedoch kein besonderes Interesse, denn es ist moglich, mit

) C. SIEGEL, Ueber Naherungswerte algebraischer Zahlen, Math. Ann. 84, 80—99
(1921),
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Hilfe des THUE-SIEGELschen Satzes 2) folgendes weitergehende Ergebnis
zu beweisen:

Satz 3: Ist { eine nichtverschwindende algebraische Zahl, u eine posi-
tive Zahl, so gibt es héchstens endlichviele gekiirzte Lésungen plq von (1),
fiir die pq allein durch endlichviele gegebenen Primzahlen teilbar ist. (Fiir
£ =0 stimmt dies nicht.)

Es mdge noch bemerkt werden, dass alle drei Satze richtig bleiben, wenn
man neben der Absolutbetragbewertung noch endlichviele p-adische
Bewertungen beriicksichtigt, also statt der Ungleichung (1) eine der
beiden Ungleichungen
1T min (1, ’E—Crf ) < max (|pl|, |q|)™

q P,

=1

min(1,12~c|> 17 mm(] f ¢,
N [ T= |

betrachtet; dabei bezeichnenP,, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Prim-
zahlen, [, {;,..., L, je eine reelle, P -adische, ..., P-adische Nullstelle des-
selben irreduziblen Polynoms mit rationalen Koeffizienten, und | a|p_ den
P:-adischen Wert der P, -adischen Zahl q.

Das erste Kapitel bringt den Beweis von Satz 2 und zwar im wesent-
lichen nach dem Verfahren von SCHNEIDER. Jedoch gelingt es mir, einen
Teil seiner Ueberlegungen iiberfliissig zu machen und so insbesondere
Rechnungen zu ersparen. Eine entsprechende Vereinfachung ist auch beim
Beweis des SCHNEIDERschen Satzes 1 méglich; alsdann kann man insbeson-
dere ohne das Schubfachprinzip auskommen. (Wie mir Herr SCHNEIDER
mitteilte, war ihm ebenfalls bekannt, dass man seinen Satz 1 ohne Ver-
wendung des Schubfachprinzips zeigen kann; aus seiner Mitteilung konnte
ich jedoch nicht ersehen, ob er damit dieselbe Beweisdnderung wie bei mir
im Auge hatte,) — Im zweiten Kapitel wird Satz 3 mittels einer SIEGEL-
schen Methode abgeleitet. Es schliesst mit zwei Bemerkungen iiber die
Kettenbruch~-N&herungsbriiche einer algebraischen Irrationalzahl.

oder

KAPITEL 1.
Beweis von Satz 2.

§ 1. Die Existenzannahme.

Um Satz 2 zu beweisen, wird indirekt geschlossen und angenommen, der
Satz sei falsch.

Es gebe somit eine unendliche Folge

P b2 By

, < L) L L (4
PR @1 <q,<q3<...)) 4)

2) Siehe etwa: C. SIEGEL, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschr. 10,
173—213 (1921).
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von gekiirzten Briichen, die der Ungleichung (1) geniigen, deren Nenner
allein durch endlichviele gegebenen, von einander verschiedenen Prim-
zahlen Py, P,, ..., P, teilbar sind, und fiir die die Quotienten

log qy41
log q.

beschrankt bleiben, also etwa sadmtlich nicht grésser als die natiirliche
Zahl c sind. Fiir jede geniigend grosse natiirliche Zahl s existiert folglich

mindestens ein Element £ der Folge (4), so dass

s<logq <cs
ist
§ 2. Eine Klasseneinteilung.

Der Nenner g, jedes Gliedes der Folge (4) ist ein Potenzprodukt
q =P/ P§. ... P}

mit gewissen nichtnegativen ganzen rationalen Exponenten gy, gs, ..., g..
Sei von jetzt ab ¢ eine positive Konstante, iiber die spater verfiigt wird,
und f eine natiirliche Zahl mit

Zu der Produktdarstellung von g, lassen sich dann ¢ eindeutig bestimmte
nichtnegative ganze rationale Zahlen ay, ay, ..., a, angeben, so dass
ar—1 ar
q, f <Pr<gqf (t=1.2,....8, . . . . (6)
daher -
ar—1 ar

und folglich wegen (5)

t
f§_2131<(1—i—e)f B ¢4
ist. Das Zahlsystem (ay, ay, ..., a) hat somit nur eine endliche Anzahl,
etwa T, Méglichkeiten. Wir nennen es den Charakter von ©” und fassen
qr

alle Glieder der Folge (4) mit diesem Charakter in eine Klasse
C=Cl(aj.az...,a)
zusammen. Damit entsteht eine Verteilung dieser Folge auf T Klassen

C.Cy....Cr.
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§ 3. Konstruktion von Ldsungssystemen.

Seien &k > 1 und r, zwei natiirliche Zahlen, iiber die spiter verfiigt wird;
sei ferner N = (k—1) T + 1.

Zu jeder natiirlichen Zahl s, die grésser als eine von k und r, abhingige
Schranke ist, kann man nach § 1 ein System S(s, r;) von N Elementen

Qﬂi_@): pr v=v(l;s, rx) ({=0,1,..., N—1)

der Folge (4) mit

sr;3'§10gq(l;s,rk)<csn?3l R

und also erst recht mit

717 303l — lOg q (l/; S, rk) — 3l 3l 7
o = Tog q(I: s, 1v) ~cry r,r=0,1,...., N—1) . (9
finden. Die Glieder dieses Systems verteilen sich auf die T Klassen
C,Cy, ...,Cr; wegen N> (k—1) T miissen folglich gewisse k von ihnen,
etwa

p (L s o) B
q(lz;s'l’k) (%“—1,2,,”’1‘1)
mit den Indizes
L=Ln) OSh<ho < <L<E<N—1)

in ein und derselben Klasse C=C{(s, r,) liegen. Jedem System S(s, ry)
werden auf diese Weise k -+ 1 Symbole

Cs,ri), Li(s,ri), Li(s,re), ooy L(s, )

zugeordnet. Die Gesamtheit dieser Symbole hat aber nur héchstens N+ T
Moglichkeiten. Also existiert eine unendliche Folge ¥*:

s=s, 52,50, ., (s < sP<s®<, .. )
von Zahlwerten fiir s, fiir die

C(s,rx)=Clay, az,.., a), L(s,r)=1, Lis,ti)=0bL, ..., L(s,ri)=L . (10)

wird, wo jetzt ay, as, ..., a, und Iy, I, ..., [ nicht mehr von s abhingen.
Aus ¥* denken wir eine unendliche Teilfolge §¥:
ST=51, 55, S3, ¢ .. (5 <sy3<{s3<....)

von s-Werten ausgewihlt, so dass die k Grenzwerte

lim rk—lggvM:r,, (x=1,2,...,k) . . (11)

s> logq(L;s, )
sin g

existieren; dies ist moglich auf Grund der Ungleichungen (9).
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Die so bestimmten Grenzwerte geniigen wegen (9) den Ungleichungen

l 1 L I L Llk
?Sz—ri =3, el 3! (x=1,2,..., k).

Da 3'% =1, ferner nach Voraussetzung I, > 1, ,1,also L1 41" 1, und somit
33k 41 =3 (3% —3% 4 1) (x=1,2,...,k—1)
ist, so folgt

1 1, 1 1, 1 1 /r, 3 (ro4r+1)3
T L LS S R YE L R LR R B Ul _
Lo = 7 Iy = % ' = = .

C (o4 [of

Also gelten die Ungleichungen

. N k—1
ry = (4172 rp =+ 15— = (e 1) rk_1>—-8—(rk+1) (12)

und erst recht deren Folgerungen

- k
=l ) e=L20k—1), . (13)
& A=z+1

sobald r, grésser als eine gewisse von ¢, k und ¢ abhéngige natiirliche
Zahl ¢y ist. Dies werde von jetzt ab vorausgesetzt. Wir wollen ferner
annehmen, dass ¢ < 1/2 ist; dann gilt nach (11) fiir alle geniigend grossen
Elemente s der Folge 3:

ry log qlbis re) _—

—t T _
The ~%logqisn) 1— =12k (19

§ 4. Bestimmung oberer Schranken [iir zwei Ausdriicke A und M.

Bedeute 4 das Maximum aller Ausdriicke der Gestalt

b plis 5&) e plisn)
i=1 [ (I; s, rx) q (l; s, rx) '
wo hy, he, ..., hy, Ty, T3, ..., T4 alle ganzen rationalen Zahlen mit
- - - koh, _
hy =0, h; =0,.., =0, X *;';1—‘8,
z=1 7

. .
Og.[zghxy Oger 17 (t},""‘l) (%:1,2,..,1(‘_‘1)

A=7z+1
durchlaufen. Wegen

i p(l;s o)

< . —p -
qUisn © =alisr) (x=1,2,..,K
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ist 4 offenbar nicht grosser als das Maximum der Potenzprodukte
k=1
I qL;s o) "7 gl s, re) ™"
z=1

Aus (14) folgt somit

k=1 hy—7, hg) kE k=1 h,—7, Iy
1-3) X - +r_' ~(1=2)rg p %.‘, — +r—$
Ag?q(lk;s, ry) =t ) < q (L s, rx) #=1 Fz K
und da nach (13)
. k=1 = p g h
<L, 3 S<e S o (l——e=1—2¢
k—1 2=1 Ux z=1 Ty Tk

ist, so ergibt sich die Schranke
A gl s, ny e 0 (15)

Sei weiter M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen

k
7 q (lz; S, l'k)hf,
z=1

wo die Indizes hy, Ao, ..., h; alle ganzen rationalen Werte mit
k h}
hy =0, h,>=0,..,ht =0, X 7’§1
=1 7~

durchlaufen. Nach Voraussetzung ist jede der Zahlen
q(L;s, ) (x=1,2,..,k)
allein durch die Primzahlen Py, P,, ..., P, teilbar; da die Briiche

p(L; s, o) B
q (L s o) (x=1,2,..k

aber nach der Konstruktion in § 3 sédmtlich zur Klasse C(ay, a,,..., a)
gehoren, so kann nach (6) die hochste in g(l; s, r;) aufgehende Potenz
von P. nicht grosser als

qlis o)t
sein. Wegen (14) ist demnach die hochste Potenz von P., durch die M
teilbar ist, hochstens gleich

ar a k h, a
k T T4 z 2 T+
IHq(l;s, ) " <q(li;s r)f st g s ) f 5

=1
und da auch M keine anderen Primteiler als Py, P, ..., P, haben kann, so
ergibt sich wegen (7) die obere Schranke
‘ i

M< I ql;s o) f E)rkgq(lk;s, ) P L L (16)

=1
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§ 5. Ein Hilfssatz iiber Gitterpunkte.

Seien ry, g, ..., r;, die in § 3 konstruierten positiven Zahlen. Wir ver-
stehen unter n den Grad der untersuchten algebraischen Zahl ¢ und setzen
von jetzt ab ausser der Ungleichung r, = ¢, noch voraus, dass

wegen (12) also

1
1!'7

<
=

HM»

&25’% fir »=1,2,...,k und folglich

NH‘”

ist.
Sei M (v) fiir beliebiges positives v die Menge aller Punkte (xy, xo, ..., xx)
im k-dimensionalen Raum, die den Ungleichungen

Xy
x==1 T»

<v

®
\y
o
e
A\
o
)
WV
o

1 o

geniigen, J(v) der Rauminhalt von M (v) und G(v) die Anzahl der Gitter-
punkte im Innern oder auf dem Rande von M(v). Ordnet man jedem
solchen Gitterpunkte (hy, ho, ..., by ) den Einheitswiirfel

hy =xy<h +1, h,<x,<<h,+1,..., hh “xi < he+1

zu, so erfiillen diese Wiirfel zusammen ein Raumstiick, dessen Inhalt
gerade gleich G(v) ist. Dieses Raumstiick enth&lt offenbar alle Punkte von

z=1 Ix

k
M (v) und ist seinerseits ganz in M (v + X L) enthalten; folglich ist

1 IUx

J0) <G () \]<v+2 1)

Nach einer bekannten Integralformel ist ferner

ryry.... g P

Jo) =" o,

und somit gelten die Ungleichungen

ryty....r Iy fy....T Eo1\F
T e sGh =TT k(v+zz w)'

Hieraus folgt speziell wegen (18)

1
G(l__s)grerk, Tk ( 5+ )érlrz rk_;undG(l)Erer Tk
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und damit schliesslich: 3)

Gil_og<CW a9

o
§ 6. Konstruktion des Naherungspolynoms.

Die algebraische Zahl ¢, die wir untersuchen, sei Nullstelle des Polynoms
n-ten Grades mit rationalen Koeffizienten

fA=z+fiz"' ... Fhzt+ [

Damit ein Polynom F(z) durch f(z) teilbar ist, miissen seine Koeffizienten
offenbar gewissen n homogenen linearen Gleichungen mit rationalen Zahl-
koeffizienten geniigen.

Sei nun R(zy, z», ..., z;) ein Polynom in k Unbestimmten z,, z,, ..., 2
von der speziellen Gestalt

R(zl,zz,.‘.,'zk): > ... 2 Rhlhz-uhk Z}l" Zg‘f....zzk,z

hy =0 hp. =0
) k hy = (20)
/;1’_/\] s
und sei zur Abkiirzung
_OMtRt et Rzy, 290 . 2k)
Riton @rrza o2 =50y 0 0k o2 02"
Damit die G(1—¢) Polynome
- koA
Rii.. .o (z 2z, ., z) mit 4 —=0,4,=0,.., 4 =0, % r‘ <l1—e (21)
z=11%8z

samtlich durch f(z) teilbar sind, miissen die G(1) Koeffizienten Ry 1.5,
von R(zq, 2o, ..., z;) nach der vorigen Bemerkung n.G(1-—¢), wegen
(19) also weniger als G(1) homogenen linearen Gleichungen mit rationalen
Zahlkoeffizienten geniigen. Diese Gleichungen lassen sich daher durch
ganze rationale Werte fiir die Ry, , .5, die nicht alle Null sind, befriedigen
und es folgt damit die Existenz eines Polynoms (20), das nicht identisch
verschwindet, dessen Koeffizienten ganz rational sind und fiir das die
zugeordneten Polynome (21) sémtlich durch f(z) teilbar sind.

Schluss des Beweises in der 2. Mitteilung.

3) SCHNEIDER benutzt beim Beweis von Satz 1 einen tieferen Hilfssatz iiber Gitter-
punkte im Innern eines Wiirfelteils. Will man aber, wie hier, allein Satz 2 zeigen, so
leistet der elementarere Satz des Textes alles Gewiinschte; doch kann man natiirlich auch
alle Ueberlegungen auf den SCHNEIDERschen Hilfssatz stiitzen.




