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Mathematics. — Arithmetische Eigenschaften einer Klasse von Dezimal-
briichen von KurT MaHLER in Krefeld. (Communicated by
Prof. J. G. vaN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of April 24, 1937).

Da iiber die Dezimalbruchentwicklung der klassischen transzendenten
Zahlen, z.B. e und x, auch heute noch fast nichts bekannt ist '), so hat
es ein gewisses Interesse, spezielle Dezimalbriiche zu konstruieren, deren
Transzendenz sich zeigen ldsst, ohne trivial zu sein. Ich behandle hier
Dezimalbriiche folgender Gestalt: Unter f (k) werde ein ganzwertiges
nichtkonstantes Polynom verstanden, das fiir k _~1 positiv ist und mit &
gegen -+ oo strebt. Alsdann bedeute ¢ den Dezimalbruch, der entsteht,
wenn hinter das Komma der Reihe nach nacheinander die dezimal
dargestellten natiirlichen Zahlen f (1), f(2), [ (3), ... hingeschrieben
werden; z.B. wird also so dem Polynom [ (k) =— & (k2 + k) der Dezimal-
bruch

0,1 3610 1521 28 36 45 55 66 78 91 105 120......

zugeordnet. Fiir alle Zahlen ¢ dieser Gestalt wird bewiesen:

.. ist transzendent, aber keine LioUVILLE-Zahl.”

Ein ganz gleichlautendes Resultat gilt auch noch, wenn statt solcher
Dezimalbriiche analog gebildete Briiche in bezug auf eine beliebige
Zahlsystem-Basis ¢ —— 2 betrachtet werden; darum wird in der vorliegen-
den Arbeit sogleich der Fall eines allgemeinen natiirlichen g 2 zugrunde
gelegt. Jedoch mache ich die Annahme, dass [(x) fiir alle reellen x 1
monoton im strengen Sinn zunimmt, weil dies die Betrachtungen wesent-
lich vereinfacht. Hierin liegt aber nur eine scheinbare Einschrankung:
lasst man namlich endlichviele Anfangsziffern von ¢ fort, was auf eine
ganze lineare Transformation von ¢ mit rationalen Koeffizienten hinaus-
kommt, so ist diese Forderung fiir die Folge der Restziffern von selbst
erfillt,

Der Beweis der beiden Aussagen iiber ¢ beruht wesentlich auf einer

" 1) Wegen einiger elementarer Aussagen vergl. eine demnichst in Mathematica B
(Zutphen) erscheinende Note des Verfassers. Dort wird auch schon das Ergebnis dieser
Arbeit im Spezialfall f(x) = x gezeigt.
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auch an sich merkwiirdigen Reihenentwicklung (A) fiir diese Zahl. Indem
man diese Reihe nach beliebig vielen Gliedern abbricht, erhalt man eine
Folge von Briichen, die sehr schnell gegen ¢ konvergieren. Die Nenner
dieser Briiche sind bis auf einen Faktor geringerer Grossenordnung reine
Potenzen von ¢; mittels eines wichtigen neuen Satzes von SCHNEIDER
kann hieraus die Transzendenz von ¢ hergeleitet werden. Dass ¢ keine
LiouviLLE-Zahl ist, ergibt sich schliesslich direkt aus einem Irrationalitats-
mass (B) fiir g, das leicht aus den EFigenschaften seiner Niherungsbriiche
folgt.

1. Sei [(x) ein ganzwertiges Polynom in x genau vom Grad m — |

das fiir alle x == 1 selbst =1 ist und monoton im strengen Sinn zunimmt,
Die Umkehrfunktion x == g(y) von y = [(x) nimmt folglich fiir y = J(1)
ebenfalls monoton im strengen Sinn zu und ist stets —- 1.

Bedeutet ¢ == 2 eine feste natiirliche Zahl, so gestattet jede der natiir-

lung

Ni

k)= "Zo Zii qNk~" = Zho Ziky Zia . .. Ziw,

im Zahlsystem zur Basis q; dabei gehoren die Ziffern Zio, Zii, ..., Zi n,
der endlichen Folge 0,1, ..., g—1 an und es ist speziell Z;,; > 0. Indem
die einzelnen Ziffern der Darstellungen aller f(k) der Reihe nach hinter
dem Komma niedergeschrieben werden, ergibt sich der Bruch

6:—0,21021]..¢Zllez()ZZ}..‘Z2N,:Z3OZ31...Z3N:X...

zur Basis g, dessen arithmetische Eigenschaften im folgenden untersucht
werden sollen. Zu diesem Zweck werden wir zunichst eine einfachere
Reihenentwicklung fiir ¢ herleiten.

2. Sei n die durch die Ungleichungen
)< q 1

definierte natiirliche Zahl, ferner
jao1 =0, p=[glq@"— 1] tir v=nn-+1,n42,....
Fiir jede natiirliche Zahl » - n werde unter ], die Menge aller natiir-
lichen Zahlen k mit
= fk)=q —1
verstanden. Man sieht leicht ein, dass k dann und nur dann zu | gehort,
wenn
o 1<k,
ist; J, enthalt also j,—j, | Elemente. Da f(k) im System zur Basis g dann

und nur dann »-stellig wird, wenn k in ] liegt, so ist demnach die
Gesamtanzahl der Ziffern aller y-stelligen Zahlen [(k) gleich

(o — o)
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und folglich die Gesamtanzahl der Ziffern aller hochstens (1—1)-stelligen
Zahlen [(k) fiir »==n gleich 0 und fiir » > n gleich

v—1

2’ " (j/l ”“ju—l)»

w=n

Ferner entsteht fir y__-n die kleinste, bzw. die grosste r-stellige Zahl

Somit ist der additive Beitrag, den die Ziffern von [(k) zu o liefern,
fir k in J, gleich

[(k)qn*
und fiir k in ], mit » > n gleich

r—1
\

= X el dp— )= k=g )
fk)q " " :
denn eine etwaige i-te Stelle Z hinter dem Komma in der Entwicklung
von ¢ zur Basis g liefert den Beitrag Zg—* zum Wert von 0. Indem die zu
allen k=1, 2, 3, ... gehorigen Teilbeitrage addiert werden, ergibt sich
damit fiir ¢ die folgende Reihenentwicklung:

r—1

iz

- 4"(1‘41' jg«—])+ Yiy 1 Jv

n -
o= 2 (g *+ X q" 7" 3 fkge

p=a 1 k=j,_q+1
3. Diese Entwicklung kann noch vereinfacht werden, da die Summen
j7
S,= 2 f(kyg* (r=n.n-+1,n+2,...
k=jp_q+1
sich bekanntlich explizit angeben lassen. Am einfachsten gelingt dies

mittels der folgenden Formel aus der Differenzenrechnung 2):

¢ . ¢ X"NANF(O)
:%OF(Z)x o (I—x)tt

Dabei bedeutet F(z) eine fiir z==0, 1, 2, ... definierte Funktion und

AP = & (h>(wl)‘F(z—{—h—i) (/\O F(z) = F(2))

i=0 i

ihre h-te Differenz an der Stelle z (h==0, 1, 2, ...).
Um von dieser Formel Gebrauch zu machen, werde S, in der Form

Sy ==qrUr 1D S flzdjrr+ 1) g rz—q "D > flz +jo+ 1) g==
z=0 z=0

geschrieben und x==¢~" gesetzt. Da die Differenzen (m -+ 1)-ten und

"2)  Siehe z.B.: CESARO-KOWALEWSKI, Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis und der Infinitesimalrechnung (Leipzig 1904), § 807 ¢. Offenbar eriibrigt sich
im betrachteten Fall jeder Konvergenzbeweis.
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hoheren Grades der beiden Polynome f(z 4 j,_; 1) und f(z + j, 1)
identisch in z verschwinden, so folgt alsdann

Sl' == q-— "1 Al‘ - q_rj" Br,

mit den Abkiirzungen

LA ) rAE(G )
A= =4t 2 2 B=y =tV
o (g — 1y o (@ — 1)+
Mittels dieser Gleichung lassen sich alle Teilsummen S, aus der im

vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichung fiir ¢ eliminieren. Das ergibt:

6—(A,—qnB)+ 3 q"

r=n+1

i
."U‘u *".7"/: NV S T

" (q“"/v——vl A,.—-—q“"fr B,,),

ey

und schliesslich durch Zusammenfassen aller Glieder mit gleichem
Exponenten von ¢ und Einsetzen der Werte von A, und B,:

ALY
(A) O*hfo(qn__l)h+1+
T )
- - _;_ & J“u“j‘u—l m 1 l
N H=n o h ., - S e 77”"7“*_H)
2 2B T e i g ey

4. Das letzte Ergebnis fithrt nun leicht zur Aufstellung einer Folge von
Briichen P,/Q,, die ausserordentlich schnell gegen o konvergieren und
damit den Transzendenzbeweis erméglichen. Sei D, fiir jeden Index
s —n |1 das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen

g — 1, ¢"t'—1,...,¢—1,

welter

s—1
X ‘”(f/u."j/g - 1)

m+1 === 1
Q,=D/" q

und

Vo A
/hjo (qn M,l)h +1

r—1

p - i “u=du-1) m 1 1
- n=n AVACE Y TR | p =1 1yt
+,,,‘;+1q h:()/\ f(l 1+ )((qr_l)h-'l-l (qr_l._l)iw-l)%

ps:Qs

v |
- {""J‘(t’j(t—]) m

n=n | . 1 1
R= 2 q h%vO AMEGe-+1) ((q’;‘—— 1)”“*(_61"—'—‘:_1)"‘-;*‘)'
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Es besteht also die Gleichung

o——=—=R, . . . . . . . . .

Q. ist definitionsgemiss eine natiirliche Zahl. Aber auch P, ist ganz
rational, denn die Koeffizienten

AN und AP (1)

sind als Differenzen ganzwertiger Polynome an natiirlichen Stellen des
Arguments ganze rationale Zahlen, so dass die Nenner der einzelnen
Summanden von P, durch den Faktor Q, weggehoben werden. Wir
werden fiir log Q, und log R, asymptotische Formeln ableiten und be-
ginnen dazu mit einer solchen Formel fiir

r—1

ir: %? //L (j.u—"j,u»l):("'_“ l)jl'—l - (_]n +jn+l + e '{—jl’”z)'

Als Polynom m-ten Grades, das fiir x — + o gegen + o strebt,
gestattet f(x) eine Darstellung

ay y Am
x)=—ma mxm 14—+ — A
£ (140 S o rn)
wo « eine positive Konstante und «, ay, ..., a, gewisse reelle Zahlen sind.

Die Umkehrfunktion von y=f(x) wird alsdann gleich

x=g(y)=ay'" 4+ O(1).
Wegen

je=lg(q"—1)]
ist also insbesondere
j!l — aq,u,/m + o (1)

und damit

»—

1 11
p=a—1)g" +0(qg" ).
Erstens ist nun die natiirliche Zahl

SLI:P 1‘)
S

D, <q.¢*.¢®...¢°—=q ,

so dass sich aus der vorigen Formel fiir i, und der Definition von Q, die
Beziehung

s—1

logQ.ra(s—1)gm™ logq. . . . . . . (2
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ergibt. Hiernach ist insbesondere

m 109 Qe
,-I-l-;noe log Q,
Zweitens ist fiir » —> o«
m . l 1 )
e S
I;SOA [(]1'—~1+1)((qv__1)h+1 (qlv‘vl—l)h"}'l‘m

o —1 r=lym
o b0 o —anlag ) O

q q

da die Terme mit h 1 sich gegen den mit h =0 vernachlissigen lassen.

Der Summand von R, mit »==5 - 1 hat also offenbar héhere Gréssen-

ordnung als alle folgenden, und man erhalt

1 .
Rsm____(l_) Ts+1
)

log /R, «» —asq™ log q

und erst recht

Hieraus folgt fiir alle geniigend grossen s
Rs —,‘4‘—- 0
Ferner ergibt sich wegen (2) die Limesgleichung

. log |R,|
sﬂnm IOng

:___qllm<_1

und die asymptotische Formel

s—1

1
lolesRsém—-as(q'" —l)q m log q,
so dass also von einem s ab
|Q3Rs < [Qs—le—-li .

ist.

5. Von TH. SCHNEIDER wurde vor einiger Zeit folgender Satz be-
wiesen: ,,.Zu der reellen Zahl ) gebe es eine Konstante x>1 und eine

unendliche Folge von Briichen
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deren Nenner von einem s ab monoton zunehmen und Potenzen einer
festen natiirlichen Zahl q darstellen, derart dass

0< o P quf’ und lim sup log g1y < o
| q | " s—=  logaq.
ist. Dann ist ) transzendent.” Eine Durchsicht des Beweises dieses Satzes
zeigt ohne Miihe, dass ¢ auch dann noch transzendent ist, wenn die
Bedingung, dass die g, Potenzen von g sind, durch folgende schwichere
Forderung ersetzt wird 3): , Fiir jeden Index s kann q,= q.q" als Produkt
einer natiirlichen Zahl g, mit

s—>o log q.
und einer reinen Potenz g, von q dargestellt werden.”
Identifizieren wir ¢ mit ¢ und nehmen wir eine willkiirliche Zahl » mit
1 < x < giim,
so haben die Naherungsbriiche P, /Q, wegen (2) von einem s ab monoton

zunehmende Nenner; nach Definition ist ferner Q,—= D" ' . g%, wo der
q
erste Faktor der Gleichung

geniigt und der zweite eine reine Potenz von ¢ ist; endlich gilt wegen
(1), (5) und (6) fiir geniigend grosse s

0< a—*g:f~§<Qs’
und es ist wegen (3)
i <

Alle Voraussetzungen der vorigen Verallgemeinerung des SCHNEIDERschen
Satzes sind demnach erfiillt, und man kommt zu folgendem Resultat:
Satz 1: Die Zahl ¢ ist transzendent.

6. Zu jedem Bruch P/Q mit schon geniigend grossem Nenner Q kann
wegen (8) ein Index s mit

QRI<.L < Q. R ... ... @

3) Da SCHNEIDER selbst seinen Beweis nur skizziert, so werde verwiesen nach
folgender Arbeit des Verfassers: , Ein Analogon zu einem SCHNEIDERschen Satz”, Proc.
Royal. Akad., Amsterdam, 39, 633—640 u. 729—739 (1936). In dem dort in allen Einzel-
heiten bewiesenen Satz 2 ist der Satz von SCHNEIDER als Spezialfall enthalten.
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gefunden werden. Wegen der Identitat

p /P, P
°“‘Q‘"<Qs_"c§)+Rf
p

ist alsdann entweder gs, e) und also
Oﬁ"g*:Rsv
P, P .
oder Q. + Q- also |[P,Q—PQ, =1 und somit wegen (9):
| p |~ 1 | ~ ,,,,,,,1,,,, . ,,1, |
O**a“fQQs”‘;RJ;zQQS'?zlef'
so dass in jedem Fall
| p T _1_ ! !
0-6*72‘1?5" S ()]

folgt.
Wenn nun aber Q und also auch s geniigend gross ist, so gilt wegen

(9) und (7)

s 2
B
Q °© q
und wegen (10) und (4)
i p 3;\ '—‘;-O(sq';‘—
T 71
also erst recht
2[m
P _ 247"
(B)I 0——-—Q—. , /// Q ql/m 1,

Damit ist bewiesen:
Satz 2: Alle Naherungsbriiche von ¢ mit geniigend grossem Nenner
geniigen der Ungleichung (B). Die Zahl o ist also Nicht-Liouvillesch.

Herrn Dr. med. A. HEILBRONN gewidmet.

Krefeld, Marz 1937,



